1. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА

Выполнить действия

а) 
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транспонируем вторую матрицу (строки становятся столбцами, а столбцы – строками с сохранением порядка)
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умножаем матрицу на число – каждый элемент матрицы умножаем на это число
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вычитаем матрицы – из элементов первой матрицы вычитаем соответствующие элементы второй матрицы
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определим размер матрицы, которую получим в результате умножения: первая матрица имеет размер 
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, вторая - 
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. Берем количество строк у первой матрицы, а количество столбцов – у второй. Таким образом, получаем размер 
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Для того, чтобы найти элемент 
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 необходимо 
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- ю строку первой матрицы умножить скалярно на 
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-й столбец второй матрицы
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1.2
 Вычислить определитель ∆ двумя способами:
а) способом Крамера (треугольников);

б) разложением по строке.

[image: image13.wmf]9
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Вычислим определитель способом Крамера (треугольников). Для этого воспользуемся формулой
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В нашем случае  


[image: image15.wmf]14
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Вычислим определитель методом разложения 

Выберем в рассматриваемом определителе любую строку. Например, первую строку. Тогда определитель может быть вычислен по формуле
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где  
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32

23

22

11

a

a

a

a

M

=

 - минор элемента 
[image: image18.wmf]11

a

, полученный вычеркиванием из исходного определителя первой строки и  первого столбца, на пересечении которых находится элемент 
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, полученный вычеркиванием из исходного определителя первой строки и  второго столбца, на пересечении которых находится элемент 
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, полученный вычеркиванием из исходного определителя первой строки и  третьего столбца, на пересечении которых находится элемент 
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В нашем случае,
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Определители второго порядка вычисляем по формуле:
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1.3 
Найти обратную матрицу к матрице A и проверить выполнение равенств A-1A=E, AA-1=E 
а) 
[image: image32.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

1

6

1

8

А

;
б) 
[image: image33.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

1

1

1

8

6

8

4

2

5

A


Решение. Обратную матрицу к данной матрице 
[image: image34.wmf]A

 будем находить по следующему плану:

1. Вычислим  определитель матрицы 
[image: image35.wmf]A


2. Вычислим алгебраические дополнения для всех элементов матрицы 
[image: image36.wmf]A

 по формуле
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 минор элемента 
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 матрицы 
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3. Запишем матрицу 
[image: image41.wmf]A
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, элементами которой являются соответствующие алгебраические дополнения
4. Найдем транспонированную матрицу
[image: image42.wmf]A
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5. Найдем обратную матрицу по формуле  
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]A
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1. Вычислим  определитель матрицы 
[image: image46.wmf]A

 по формуле 
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2. Вычислим алгебраические дополнения для всех элементов матрицы 
[image: image49.wmf]A
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(для вычисления минора 
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 вычеркиваем в матрице 
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 первую строку и первый столбец, остается единственный элемент 
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(для вычисления минора 
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 вычеркиваем в матрице 
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 первую строку и второй столбец, остается единственный элемент 
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(для вычисления минора 
[image: image59.wmf]21

M

 вычеркиваем в матрице 
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 вторую строку и первый столбец, остается единственный элемент 
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(для вычисления минора 
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 вычеркиваем в матрице 
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 вторую строку и второй столбец, остается единственный элемент 
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3. Запишем матрицу 
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, элементами которой являются найденные  алгебраические дополнения
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4. Найдем транспонированную матрицу
[image: image68.wmf]A
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 (строки становятся столбцами, а столбцы – строками с сохранением порядка)
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 EMBED Equation.3  [image: image70.wmf]÷
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5. Найдем обратную матрицу 
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Произведем проверку. Для этого найдем произведения 
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найдена верно.
Имеем
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определим размер матрицы, которую получим в результате умножения: первая матрица имеет размер 
[image: image79.wmf]2
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, вторая - 
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. Берем количество строк у первой матрицы, а количество столбцов – у второй. Таким образом, получаем размер 
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Для того, чтобы найти элемент 
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 необходимо 
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- ю строку первой матрицы умножить скалярно на 
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-й столбец второй матрицы
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аналогично находим произведение 
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б) 
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1. Вычислим  определитель матрицы 
[image: image89.wmf]A
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2. Вычислим алгебраические дополнения для всех элементов матрицы 
[image: image92.wmf]A
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(для вычисления минора 
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 вычеркиваем в матрице 
[image: image95.wmf]A

 первую строку и первый столбец)
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(для вычисления минора 
[image: image97.wmf]12
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 вычеркиваем в матрице 
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 первую строку и второй столбец)
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(для вычисления минора 
[image: image100.wmf]13

M

 вычеркиваем в матрице 
[image: image101.wmf]A

 первую строку и третий столбец)
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(для вычисления минора 
[image: image103.wmf]21

M

 вычеркиваем в матрице 
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 вторую строку и первый столбец)
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(для вычисления минора 
[image: image106.wmf]22

M

 вычеркиваем в матрице 
[image: image107.wmf]A

 вторую строку и второй столбец)
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(для вычисления минора 
[image: image109.wmf]23

M

 вычеркиваем в матрице 
[image: image110.wmf]A

 вторую строку и третий столбец)
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(для вычисления минора 
[image: image112.wmf]31

M

 вычеркиваем в матрице 
[image: image113.wmf]A

 третью строку и первый столбец)
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(для вычисления минора 
[image: image115.wmf]32

M

 вычеркиваем в матрице 
[image: image116.wmf]A

 третью строку и второй столбец)
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(для вычисления минора 
[image: image118.wmf]33

M

 вычеркиваем в матрице 
[image: image119.wmf]A

 третью строку и третий столбец)

3. Запишем матрицу 
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, элементами которой являются найденные  алгебраические дополнения
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4. Найдем транспонированную матрицу
[image: image122.wmf]A
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 (строки становятся столбцами, а столбцы – строками с сохранением порядка)
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5. Найдем обратную матрицу 
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Произведем проверку. Для этого найдем произведения 
[image: image128.wmf]1
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Имеем
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определим размер матрицы, которую получим в результате умножения: первая матрица имеет размер 
[image: image133.wmf]3
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, вторая - 
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. Берем количество строк у первой матрицы, а количество столбцов – у второй. Таким образом, получаем размер 
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Для того, чтобы найти элемент 
[image: image136.wmf]ij

a

 необходимо 
[image: image137.wmf]i

- ю строку первой матрицы умножить скалярно на 
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-й столбец второй матрицы
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1.4
Решить систему методом Гаусса
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Решение. Составим расширенную матрицу системы уравнений (первый столбец матрица – коэффициенты при переменной 
[image: image146.wmf]1

x

, второй – коэффициенты при переменной 
[image: image147.wmf]2

x

, третий – коэффициенты  при переменной 
[image: image148.wmf]3

x

, четвертый – столбец свободных членов)
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Будем совершать элементарные преобразования над этой матрицей с целью получения под главной  диагональю матрицы системы нулевых элементов

- из элементов первой строки вычтем соответствующие элементы третьей строки 
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- к элементам второй строки прибавим соответствующие элементы первой строки, умноженные на 5
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- поменяем местами первый и второй столбцы 
- прибавим к элементам 3 строки соответствующие элементы 1 строки, умноженные на 2
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 EMBED Equation.3  [image: image153.wmf]÷
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- вычтем из элементов 3 строки соответствующие элементы 2 строки
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 EMBED Equation.3  [image: image155.wmf]÷
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по  последней строке матрицы составляем уравнение и находим значение переменной 
[image: image156.wmf]3

x

:


[image: image157.wmf]6

30

5

30

5

0

0

3

3

3

1

2

=

-

=

×

-

-

=

×

-

×

+

×

x

x

x

x

x


По второй строке матрицы составляем уравнение, подставляем найденное значение 
[image: image158.wmf]6
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  и находим значение переменной 
[image: image159.wmf]1
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 EMBED Equation.3  [image: image161.wmf]1
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По первой строке матрицы составляем уравнение, подставляем найденные значения 
[image: image162.wmf]6
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 и 
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  и находим значение переменной 
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Таким образом, система уравнений имеет решение: 
[image: image167.wmf]1
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Проверим правильность найденного решения: подставим полученные значения переменных в исходную систему уравнений. В случае правильного решения должны получиться верные тождества


[image: image170.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

×

-

-

-

×

=

×

+

×

+

-

×

-

=

×

-

×

+

-

×

.

)

(

,

)

(

,

)

(

26

6

2

8

1

6

40

6

4

8

3

1

8

16

6

3

8

2

1

14

 
[image: image171.wmf]верно
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1.5  Линейная балансовая модель В.Леонтьева
Замкнутый производственный цикл, состоящий из отраслей 1, 2 и 3 производящих и частично потребляющих произведенную в цикле продукцию, должен поставить внешнему потребителю вектор  
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 объёмов продукции отраслей 1, 2 и 3 (вектор объемов конечной продукции).

Найти вектор выпуска продукции отраслей 1, 2 и 3 
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(вектор объёмов валовой продукции), если известна технологическая матрица производственного цикла 
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элементы аij которой (коэффициенты прямых затрат) имеют вид 
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где
[image: image176.wmf]ij

x

– часть объёма валовой продукции отрасли i, потребляемая отраслью j производственного цикла (i,j=1,2,3)
Требуется

а) составить и решить систему уравнений межотраслевого баланса в виде 
(Е-А)
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б) подсчитав общие доходы отраслей Pi по формуле
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 (j=1,2,3),
 составить таблицу межотраслевого баланса
	Потребляющие отрасли

	
	I
	II
	III
	Конечный продукт
	Валовой продукт

	Производящие 

отрасли
	I
	x11
	x12
	x13
	B1
	X1

	
	II
	x21
	x22
	x23
	B2
	X2

	
	III
	x31
	x32
	x33
	B3
	X3

	
	Общий доход
	P1
	P2
	P3
	
	

	
	Валовой продукт
	X1
	X2
	X3
	
	


В) проверить выполнение равенства 
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Замечание. Все объёмы продукции выражаются в единицах стоимости.
Решение. а) Составим матрицу 
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Составим  и решим систему уравнений межотраслевого баланса
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Следовательно, 
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Найдем обратную матрицу 
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- вычислим определитель матрицы разложением по первой строке
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- вычислим алгебраические дополнения для всех элементов данной матрицы
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3. Запишем матрицу 
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, элементами которой являются найденные  алгебраические дополнения
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4. Найдем транспонированную матрицу
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 (строки становятся столбцами, а столбцы – строками)
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5. Найдем обратную матрицу 
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 EMBED Equation.3  [image: image204.wmf]÷
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Таким образом, найдем 
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т.е. 
[image: image209.wmf]100

1

=

x

, 
[image: image210.wmf]100

2

=

x

, 
[image: image211.wmf]130

3

=

x


б) из формулы для коэффициентов прямых затрат  
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выразим 
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 - часть объёма валовой продукции отрасли 
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В нашем случае
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Найдем общие доходы отраслей 
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Составим таблицу межотраслевого баланса

	Потребляющие отрасли

	
	I
	II
	III
	Конечный продукт
	Валовой продукт

	Производящие 

отрасли
	I
	0
	32
	0
	68
	100

	
	II
	15
	21
	26
	38
	100

	
	III
	40
	30
	26
	34
	130

	
	Общий доход
	45
	17
	78
	
	

	
	Валовой продукт
	100
	100
	130
	
	


в)  проверим выполнение равенства 
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Следовательно, равенство верно.
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