
13.20. Íå âûïîëíÿÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = (x− 1)−2 − 2, óêàæèòå:
(à) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè:
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ:
Åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ: çíàìåíàòåëü íå ðàâåí íóëþ, òî

åñòü x 6= 1. Ïîýòîìó D(y) = R \ {1}. Äðóãîé âàðèàíò çàïèñè: (−∞, 1) ∪ (1,+∞).
E(y) = (−2,+∞). Îòâåò ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ÷åðåç ñåðèþ ïðåîáðàçîâàíèé

íåðàâåíñòâ:
−∞ < x < +∞

−∞ < x− 1 < +∞

0 ≤ (x− 1)2 < +∞

0 < (x− 1)−2 < +∞

−2 < (x− 1)−2 − 2 < +∞

(á) ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè è ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè:
Ìîíîòîííîñòü:
Âàðèàíò 1, ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ (åñëè áûëî):
y′ = −2(x− 1)−3, åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, ïîäîçðèòåëüíàÿ íà ýêñòðåìóì: x = 1, êðàò-

íîñòè 3. y′ > 0 ïðè x < 1 è y′ < 0 ïðè x > 1, ïîýòîìó ãðàôèê ôóíêöèè ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (−∞, 1) è ìîíîòîííî óáûâàåò íà èíòåðâàëå (1,+∞).

Âàðèàíò 2, ÷åðåç êîìïîçèöèþ ôóíêöèé:
x− 1 � ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà R;
(x− 1)2 � óáûâàåò íà (−∞, 1), âîçðàñòàåò íà (1,+∞);
(x− 1)−2 � âîçðàñòàåò íà (−∞, 1), óáûâàåò íà (1,+∞);
y = (x− 1)−2 − 2 � âîçðàñòàåò íà (−∞, 1), óáûâàåò íà (1,+∞).
Çíàêîïîñòîÿíñòâî: y = 0⇔ (x− 1)−2 − 2 = 0

1− 2(x− 1)2 = 0

1− 2x2 + 4x− 2 = 0

2x2 − 4x+ 1 = 0

D = 16− 4 · 2 · 1 = 8
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Òàêèì îáðàçîì, y < 0 íà èíòåðâàëàõ (∞, 2−2
√
2

2
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√
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√
2

2
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√
2

2
).

(â) óðàíåíèÿ àñèìïòîò:
Âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà: x = 1, êàê òî÷êà ðàçðûâà ( lim

x→+1
y = +∞ = lim

x→−1
y).

Ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà: y = 2 ( lim
x→∞

y = 2).

Íàêëîííûå àñèìïòîòû (åñëè áûëè): Ïóñòü y = kx + b � íàêëîííàÿ àñèìïòîòà.

Òîãäà k = lim
x→∞

(x−1)−2−2
x

= lim
x→∞

1−2(x−1)2
x(x−1)2 = 0, çíà÷èò, íàêëîííûõ àñèìïòîò íåò.

(Åñëè âîîáùå ïðåäåëîâ íå áûëî, äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûïèñàòü âåðòèêàëüíóþ è
ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó è ñêàçàòü, ÷òî îíè ïîëó÷èëèñü èç ÎÎ è ÎÄÇ ñîîòâåò-
ñòâåííî.)

(ã) óðàâíåíèå îñè ñèììåòðèè ãðàôèêà ôóíêöèè:
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y = (x− 1)−2 − 2 � ýòî ñìåù¼ííûé ãðàôèê ôóíêöèè y = 1
x2 ,

óðàâíåíèå îñè ñèììåòðèè ãðàôèêà ôóíêöèè � ýòî åãî âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà, òî
åñòü, x = 1. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî x (x− 1)−2− 2 = (2− x− 1)−2− 2 (ïðîâåðêà
ïî îïðåäåëåíèþ îñè ñèììåòðèè, åñëè áûëî).

13.22. (â, ã)

(â) Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ: 1
x2 = 2x− 1⇔ 2x3 − x2 − 1 = 0⇔ x = 1

Îòâåò: (1,+∞) (îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé íå âëèÿåò íà îòâåò)

(ã) Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ: 1
x3 =

√
x⇔ x = 1.

Îòâåò: (0, 1) (èç-çà òîãî, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äâóõ ôóíêöèé (0,+∞))
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12.29.

Ïîñòðîåíèå ïåðâîé ÷àñòè y = 1
x
� ïî îïðåäåëåíèþ ãèïåðáîëû (ïðîñòî ïåðåðè-

ñîâàòü, íèêàêèõ âû÷èñëåíèé). Åäèíñòâåííîå, íóæíî âû÷èñëèòü îðäèíàòó òî÷êè íà
ãðàíèöå èíòåðâàëà: y = 1

x
, x = −1⇒ y = 1

−1 = −1
Ïîñòðîåíèå âòîðîé ÷àñòè y = x11 � Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, îáëàñòü äîïóñòèìûõ

çíà÷åíèé � âñå ÷èñëà. Èññëåäîâàíèå ìîíîòîííîñòè çàâèñèò îò òîãî, ÷òî èç ïåðå÷èñ-
ëåííîãî óæå áûëî.

Åñëè ïðîèçâîäíîé íå áûëî:
y = x11 � ïîëèíîì íå÷¼òíîé ñòåïåíè, çíà÷èò, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò;
íóëè ôóíêöèè: y = 0 ïðè x = 0;
îðäèíàòû ãðàíè÷íûõ òî÷åê: y = (±1)11 = ±1.
Åñëè ïðîèçâîäíàÿ áûëà:
y′ = 11x10 ≥ 0 � ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ýêñòðåìóìîâ íåò, ò.ê. åäèíñòâåí-

íàÿ òî÷êà, ïîäîçðèòåëüíàÿ íà ýêñòðåìóì � ýòî x = 0 ÷¼òíîé êðàòíîñòè 10; íóëè è
îðäèíàòû ãðàíè÷íûõ òî÷åê âû÷èñëÿþòñÿ òàêæå, êàê âûøå.

Åñëè áûëè òî÷êè ïåðåãèáà:
y′ = 11x10 ≥ 0 � ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ýêñòðåìóìîâ íåò (ñì. âûøå);
y′′ = 11 · 10x9, y′′ = 0 ïðè x = 0 � òî÷êà ïåðåãèáà, ïðè÷¼ì y′′ < 0 ïðè −1 ≤ x < 0

è y′′ > 0 ïðè 0 < x ≤ 1. Çíà÷èò, íà èíòåðâàëå (−1, 0) ãðàôèê ôóíêöèè âîãíóò ââåðõ,
à íà (0, 1) âîãíóò âíèç;

íóëè ôóíêöèè è îðäèíàòû ãðàíè÷íûõ òî÷åê âû÷èñëÿþòñÿ êàê âûøå.
Ïîñòðîåíèå òðåòüåé ÷àñòè (x− 1)4 + 1 �
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � âñå ÷èñëà.
Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé: (x− 1)4 ≥ 0⇔ (x− 1)4 + 1 ≥ 1, òî åñòü, [1,+∞).
Èññëåäîâàíèå ìîíîòîííîñòè ñ ïðîèçâîäíîé (åñëè áûëà):
y′ = 4(x − 1)3 ≥ 0 íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå îò 1 äî 3, ïîýòîìó ãðàôèê

ôóíêöèè íà (1, 3) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.
Èññëåäîâàíèå ìîíîòîííîñòè áåç ïðîèçâîäíîé (åñëè íå áûëî):

3



(x − 1)4 � ïîëèíîì ÷¼òíîé ñòåïåíè, âîçðàñòàåò ïðè x ≥ 1 è óáûâàåò ïðè x ≤ 1;
çíà÷èò, y = (x− 1)4 + 1 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà (1, 3).

Òî÷êè ïåðåãèáà (åñëè áûëè):
y′′ = 4 · 3(x− 1)2 > 0 íà èíòåðâàëå (1, 3), çíà÷èò, ãðàôèê ôóíêöèè âîãíóò âíèç.
Íóëåé ôóíêöèè íåò èç-çà ÎÄÇ.
Îðäèíàòû ãðàíè÷íûõ òî÷åê: y = (1− 1)4 + 1 = 1, y = (3− 1)4 + 1 = 17.
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