
Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä

− h̄2

2m
ψ′′(x) + U(x)ψ(x) = Eψ(x).

Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå ÷àñòèö, ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ýíåðãèÿ
E > 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöû íàëåòàþò íà ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó ñëåâà.
Ýòîé ñèòóàöèè äëÿ çàäàííîãî ïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà âèäà:

ψ(x) = eik(x+a) + αe−ik(x+a), ïðè x ≤ −a,

ψ(x) = βeik1x + γe−ik1x, ïðè − a ≤ x ≤ a,
ψ(x) = δeik(x−a) ïðè a ≥ x.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ïîñòîÿííûé
ôàçîâûé ìíîæèòåëü, âûøå ìû ðàñïîðÿäèëèñü ýòèì ïðîèçâîëîì è âûáðàëè
ôóíêöèþ â âèäå óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøåãî íàïèñàíèÿ óðàâíåíèé. Ïàðàìåò-
ðû k è k1 èìåþò âèä:

k =

√
2mE

h̄2
, k1 =

√
2m(E + U0)

h̄2
.

Êîýôôèöèåíòû α, β, γ, δ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé
ôóíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ x = −a è x = a.

Íåïðåðûâíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè â òî÷êå −a íàêëàäûâàåò óñëîâèå:

1 + α = βe−ik1a + γeik1a,

à íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé:

ik(1− α) = ik1(βe−ik1a − γeik1a)

Ïåðåïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ â âèäå

2βe−ik1a =

(
1 +

k

k1

)
+

(
1− k

k1

)
α,

2γeik1a =

(
1− k

k1

)
+

(
1 +

k

k1

)
α.

Íåïðåðûâíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå a íàêëàäû-
âàåò óñëîâèÿ

δ = βeik1a + γe−ik1a,

è
ikδ = ik1(βeik1a − γe−ik1a).

Ýòè óðàâíåíèÿ ïåðåïèøåì â âèäå

2βeik1a =

(
1 +

k

k1

)
δ,
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2γe−ik1a =

(
1− k

k1

)
δ.

Òåïåðü äëÿ êàæäîãî èç êîýôôèöèåíòîâ β è γ åñòü ïî äâà âûðàæåíèÿ.
Èñêëþ÷àåì β è γ, ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ α è δ:

e−ik1a
(

1 +
k

k1

)
α − eik1a

(
1− k

k1

)
δ = −e−ik1a

(
1− k

k1

)
,

è

eik1a
(

1− k

k1

)
α − e−ik1a

(
1 +

k

k1

)
δ = −eik1a

(
1 +

k

k1

)
.

Ýòà ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Ìîæåò áûòü ðåøåíà, íà-
ïðèìåð, ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ÿâíûå âûðàæå-
íèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ α è δ:

α = −2i sin(2k1a)

det

(
1−

(
k

k1

)2
)
,

δ = − 4k

k1 det
,

ãäå det � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøàåìîé ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé, îí èìååò âèä

det = 2i sin(2k1a)

(
1 +

(
k

k1

)2
)
− 4k

k1
cos(2k1a).

Ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

j =
ih̄

2m
(ψ(x)ψ′∗(x) − ψ′(x)ψ∗(x)).

Ïðè x < −a ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö ðàâíà

j =
h̄k

m
− h̄k

m
|α|2.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ïëîòíîñòü ïîòîêà íàëåòàþùèõ íà ÿìó ÷àñòèö, âòîðîå
� ïëîòíîñòü ïîòîêà îòðàæåííûõ ÷àñòèö. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ
R ðàâåí:

R = |α|2 =

4 sin2(2k1a)

(
1−

(
k
k1

)2)
4 sin2(2k1a)

(
1 +

(
k
k1

)2)
+ 16

(
k
k1

)2
cos2(2k1a)

.

À ïðè x > a ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö ðàâíà

j =
h̄k

m
|δ|2.
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Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ D ðàâåí:

D = |δ|2 =
16
(
k
k1

)2
4 sin2(2k1a)

(
1 +

(
k
k1

)2)
+ 16

(
k
k1

)2
cos2(2k1a)

.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñîñòîÿíèÿõ ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé (ñâÿ-
çàííûå ñîñòîÿíèÿ). Âî âñåõ âûêëàäêàõ âûøå íà ñàìîì äåëå ïîëîæèòåëü-
íîñòü E èñïîëüçîâàëàñü òîëüêî êîãäà ïàðàìåòðû k è k1 ñ÷èòàëèñü âåùå-
ñòâåííûìè ïðè íàõîæäåíèè êîýôôèöèåíòîâ D è R. Áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü,
÷òî E < 0 è E > −U0. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòð k1 îñòàíåòñÿ âåùåñòâåííûì,
à ïàðàìåòð k ñòàíåò ìíèìûì:

k = iκ, κ =

√
−2mE

h̄2
> 0.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, ñ êîòîðîé ìû íà÷àëè ðàññìîòðåíèå, ïðèìåò ïðè îòðè-
öàòåëüíûõ E âèä:

ψ(x) = e−κ(x+a) + αeκ(x+a), ïðè x ≤ −a,

ψ(x) = βeik1x + γe−ik1x, ïðè − a ≤ x ≤ a,

ψ(x) = δe−κ(x−a) ïðè a ≥ x.

Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïðè
îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèè E. Îäíàêî, ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè äëÿ âîë-
íîâîé ôóíêöèè ïðè x < −a áåñêîíå÷íî ðàñòåò ïðè x → −∞, è åñëè êîýô-
ôèöèåíòû α, β, γ è δ êîíå÷íû, òî ïîëó÷åííîìó ôîðìàëüíîìó ðåøåíèþ íå
ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîå ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Åñëè æå êîýôôèöèåíòû α, β,
γ è δ ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê íåêîòîðîìó îòðèöà-
òåëüíîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè, òî ïîñëå äåëåíèÿ, íàïðèìåð, íà êîýôôèöèåíò
α "íåïðàâèëüíîå"ñëàãàåìîå ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì è ìû ïîëó÷à-
åì íîðìèðóåìóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñâÿçàííîìó ñîñòî-
ÿíèþ. Èç ïðèâåäåííîãî âûøå ÿâíîãî âèäà êîýôôèöèåíòîâ α è β âèäíî, ÷òî
îíè ñòàíîâÿòñÿ áåñêîíå÷íûìè òîëüêî åñëè det îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òàê êàê
çíàìåíàòåëü êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ R è ïðîõîæäåíèÿ D ðàâåí êâàäðà-
òó ìîäóëÿ det, òî ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íàäî áûëî ïðîâåðèòü:
óðîâíè ýíåðãèè â ÿìå ïðè îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèÿõ ñîîòâåòñòâóþò íóëÿì
çíàìåíàòåëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ.

Äîïîëíåíèå. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ α è δ. Çàïèøåì
ýòè óðàâíåíèÿ â ìàòðè÷íîì âèäå: (

1 + k
k1

)
e−ik1a −

(
1− k

k1

)
eik1a(

1− k
k1

)
eik1a −

(
1− k

k1

)
e−ik1a

( α
δ

)
=

 −(1− k
k1

)
e−ik1a

−
(

1 + k
k1

)
eik1a

 .
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Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû òåïåðü äîñòàòî÷íî íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è äîìíî-
æèòü íà íåå èñõîäíîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå. Èçâåñòíî (è ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ),
÷òî äëÿ ìàòðèöû ðàçìåðà 2× 2, èìåþùåé âèä:(

x y
z w

)
îáðàòíîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà:

1

det

(
w −y
−z x

)
, ãäå det = xw − yz.

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì äëÿ α è δ:

(
α
δ

)
=

1

det

 −(1 + k
k1

)
e−ik1a

(
1− k

k1

)
eik1a

−
(

1− k
k1

)
eik1a

(
1 + k

k1

)
e−ik1a

 −(1− k
k1

)
e−ik1a

−
(

1 + k
k1

)
eik1a

 ,

ãäå det èìååò â òî÷íîñòè òîò âèä, êîòîðûé ïðèâåäåí âûøå â îñíîâíîì òåêñòå.
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