Методические указания для выполнения контрольных работ 
по спец. математике
Контрольная работа №1

Темы: Дифференциальные  уравнения

Задача 1. Решить дифференциальные уравнения первого порядка
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Задача 2. Решить дифференциальные уравнения второго порядка
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Разбор задач контрольной работы № 1
Задача 1. Решить дифференциальные уравнения первого порядка.

а) 
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Решение. Данное дифференциальное уравнение является однородным уравнением первого порядка. Выполним соответствующую  подстановку:  и 
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 так, чтобы получить уравнение с разделяющимися переменными. 
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. Разделяем переменные и получаем  
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. Вычислим интеграл, стоящий в правой части равенства 
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 разложив предварительно подынтегральную дробь в сумму простейших. 
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Таким образом 
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Возвращаясь к решению дифференциального уравнения, имеем 
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. Выполнив обратную замену переменных, получаем общее решение данного дифференциального уравнения 
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Решение. Для решения линейного уравнения первого порядка используем подстановку Бернулли: 
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Выберем переменную 
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 так, чтобы выполнялись условия   
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Решаем первое уравнение 
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Задача 2. Решить дифференциальные уравнения второго порядка.
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Решение. Решим однородное дифференциальное уравнение, соответствующее данному 
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 являются корнями характеристического уравнения 
[image: image58.wmf]2

560

kk

-+=

. Частное решение данного неоднородного уравнения подберем по виду правой части 
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 не являются корнями характеристического уравнения).  Дважды дифференцируем частное решение и подставляем полученные производные в исходное уравнение.
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. Составим систему уравнений и найдем неизвестные коэффициенты 
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Общее решение данного уравнения 
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Контрольная работа №2

Темы: Числовые ряды, функциональные ряды.

Задача 1. Определить сходимость знакоположительного ряда.
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Задача 2. Найти интервал сходимости степенного ряда.
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Задача 3. Вычислить интеграл, разложив подынтегральную функцию в степенной ряд.
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Задача 4. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию.
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Теория рядов

§ 1. Знакоположительные ряды. 
1. Основные определения и свойства. 
Пусть имеется бесконечная числовая последовательность 
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Приведем примеры числовых рядов. Сумма членов бесконечно убывающей геометрической 
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 называется геометрическим рядом 
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. Из курса средней школы известна формула вычисления такой суммы. В таком случае говорят, что ряд сходится. Основным вопросом теории рядов является вопрос о сходимости ряда. Рассмотрим этот вопрос подробно.
Определение: Пусть дан числовой ряд 
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Получаем бесконечную последовательность частичных сумм 
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Свойства числовых рядов

1) Если сходятся ряды  
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2) При умножении ряда на некоторое число 
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То есть ряды 
[image: image122.wmf]1

n

n

a

¥

=

å

и 
[image: image123.wmf]1

()

n

n

a

l

¥

=

å

 имеют одинаковую сходимость.
3) Рассмотрим ряд 
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 называется остатком ряда. Остаток ряда является рядом и получается из данного ряда отбрасыванием нескольких членов.

Справедливо утверждение: числовой ряд и любой из его остатков имеют одинаковую сходимость  
4) Ряд 
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Пример 1: Дана сумма бесконечной убывающей геометрической прогрессии   
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1) Если 
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2) В случае если 
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3) При 
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 частичные суммы 
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4) При 
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 ряд расходится. Так как при рассмотрении частичных сумм получается последовательность 
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Пример 2: Исследовать на сходимость гармонический ряд    
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Рассмотрим последовательность частичных сумм с четными номерами 
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 Для частичных сумм с нечетными номерами справедливо равенство 
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2. Признаки сходимости положительных рядов 

Основным вопросом теории рядов теории является вопрос о сходимости ряда. На этот вопрос отвечают теоремы, которые называются признаками сходимости.
Теорема 1. Необходимый признак сходимости.

Пусть ряд
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Доказательство. Сходимость ряды сходится означает, что 
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Следствие. Если 
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Следствие является достаточным условием расходимости ряда.

Теорема 2.  Признак сравнения.

Пусть имеются два знакоположительных ряда
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 (2). Причем выполняется условие 
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 Тогда, если а) сходится ряд (2), то сходится и ряд (1); 
б) если ряд (1) расходится, то расходится и ряд (2).

Доказательство. Пусть 
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а) Если  ряд (2) сходится. Тогда  
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б) Второе утверждение теоремы является следствием первого.

Теорема 3. Предельный признак сравнения

Пусть имеются два ряда c положительными членами 
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Если существует конечный и отличный от нуля предел 
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, то ряды имеют одинаковую сходимость (сходятся или расходятся одновременно).
Ряд 
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 называется обобщенным гармоническим рядом. Сходимость этого ряда зависит от параметра 
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. Проверку этого утверждения проведем позднее с помощью интегрального признака. Обобщенный гармонический ряд часто используют в качестве «эталонного» ряда. 
Теорема 4. (Признак Даламбера)
Пусть для положительного ряда  
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существует предел 
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В признаке Даламбера используется только сам исследуемый ряд, ряд для сравнения не нужен, это облегчает применение признака.

Рекомендация. Признак Даламбера часто применяют в тех случаях, когда выражение для 
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 содержит либо показательную функцию, либо факториал.

Теорема 5.  (Радикальный признак Коши)
Пусть для положительного ряда 
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существует предел 
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[image: image194.wmf]1

q

=

, то признак Коши не дает ответа на вопрос о сходимости ряда. В этом случае нужно использовать или другой признак.
Для радикального признака Коши справедливо то же замечание, что и для признака Даламбера.

Рекомендация. Радикальный признак Коши часто используют тогда, когда 
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 представляет собой показательно-степенную функцию вида 
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Теорема 6.  (Интегральный признак Коши)
Пусть члены ряда 
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положительны и не возрастают. И пусть 
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 непрерывная, неотрицательная и невозрастающая на интервале 
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а) если несобственный интеграл 
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б) если несобственный интеграл 
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 расходится, то расходится и данный ряд.
Используем интегральный признак Коши для исследования на сходимость ряда  
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Таким образом, ряд 
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Пример 1: Найти сумму ряда 
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Решение. Так как общий член этого ряда 
[image: image210.wmf]1

(1)

n

a

nn

=

+

представляет собой правильную рациональную дробь, то ее можно разложить на простейшие дроби: 
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Тогда 
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, таким образом ряд сходится и сумма ряда 
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Пример 2. Исследовать на сходимость ряд 
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Решение. Дан ряд 
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 . Данный  ряд расходится так как расходится гармонический ряд.

Пример 3. Исследовать на сходимость ряд 
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Выберем для сравнения расходящейся гармонический ряд 
[image: image221.wmf]å

¥

=

1

1

n

n

.  Выбор обусловлен тем, что отношение старших степеней числителя и знаменателя дроби 
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Ряды имеют одинаковую сходимость. Следовательно ряд 
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Ответ: ряд 
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Пример 4. Исследовать на сходимость ряд 
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Решение. Так как 
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Ответ: ряд 
[image: image229.wmf]å
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Пример 5. Исследовать ряд на сходимость 
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Решение. Общий член ряда 
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Ответ: ряд 
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Пример 6. Исследовать на сходимость ряд 
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Решение. Общий член ряда 
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Ответ: ряд 
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¥

=

2

ln

1

n

n

n

 расходится.

Знакопеременные ряды
Определение 1. Знакопеременным рядом называется числовой ряд с членами произвольного знака.

Теорема 1. Знакопеременный ряд 
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сходится, если сходится ряд 
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  (2) 

составленный из модулей его членов.

Доказательство. Обозначим частичные суммы рядов (1) и (2) 
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 с частичными суммами соответственно 
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Если сходится ряд (2), то ряд (1) называют абсолютно сходящимся. Если ряд (1) сходится, но ряд (2) расходится, то ряд (1) называют условно сходящимся.

Среди знакопеременных особо выделяют знакочередующиеся ряды.

Определение 2. Знакочередующимся рядом называется числовой ряд вида
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Теорема 2 (Признак Лейбница). 
Если для ряда 
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выполняются условия:

а) 
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б) 
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Замечание. Условие (а) может выполняться для всех n, начиная с некоторого 
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Можно показать, что абсолютная погрешность приближенного вычисления суммы s сходящегося ряда подчиняется условию
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Пример 1. Доказать сходимость ряда  
[image: image261.wmf](
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 и проверить характер сходимости.
Решение. 

1) Исследование на условную сходимость.

а) 
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2) Исследование на абсолютную сходимость.
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Таким образом, исходный ряд сходится абсолютно.

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд 
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Проверим выполнение условий Лейбница
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Данный ряд сходится условно, так как 
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Степенные ряды

Ряд вида 
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 называют степенным рядом. Иногда рассматривают степенные ряды вида 
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Теорема 1 (Абеля). 1) Если степенной ряд сходится при некотором значении 
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 2)  Если степенной ряд расходится при некотором значении 
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Доказательство: 
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[image: image277.wmf]0

n

n

n

ax

¥

=

å

 сходится в точке 
[image: image278.wmf]0

x

, тогда 
[image: image279.wmf]lim0:

nn

nn

n

axMaxM

®¥

=Þ$<

. Рассмотрим ряд из абсолютных величин 
[image: image280.wmf]0

000

nn

nn

nn

nnn

xx

axaxM

xx

¥¥¥

===

=£

ååå

. При 
[image: image281.wmf]0

0

1

x

xx

x

<Þ<

, т.е. ряд из абсолютных величин сходится, а значит, данный ряд сходится абсолютно.

2)  Пусть ряд 
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Теорема 2. Областью сходимости степенного ряда 
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Пример 1. Доказать, исходя из определения, равномерную сходимость функционального ряда на отрезке [0; 1]. При каких 
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[image: image288.wmf]1

(1)

72

nn

n

x

n

¥

=

-

+

å

не превосходит 0,1 
[image: image289.wmf][

]

1

;

0

Î

"

x

.

Решение: Для данного ряда составим ряд из абсолютных величин 
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 и исследуем его на сходимость по признаку Даламбера.
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.  Ряды имеют одинаковую сходимость, то есть ряд 
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При этом ряд из модулей 
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Таким образом, интервал сходимости 
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Тема: ряды Тейлора.

Напоминание о формуле Тейлора: 
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, где остаточный член в форме Лагранжа 
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. Если функция имеет производные любого порядка в окрестности точки 
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Основные элементарные функции можно разложить в ряд Маклорена. Приведем соответствующие разложения и интервалы сходимости.

Разложение функции в ряд Тейлора имеет вид: 
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Ряд называется биноминальным. Если 
[image: image322.wmf]m

 число натуральное, то используем бином Ньютона 
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 и получаем конечную сумму. Часто используется частный случай при 
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Пример 1. Вычислить значение 
[image: image327.wmf]e

 с точностью 0,0001.
Воспользуемся разложением в ряд функции 
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Пример 2. Приближенно вычислить значение интеграла 
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Решение. Воспользуемся разложением в ряд функции  
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Степенные ряды можно интегрировать, причем интеграл суммы равен сумме интегралов. 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image334.wmf]1
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. Вычисления выполнены с указанной точностью, так как первое отброшенное слагаемое 
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Тригонометрические ряды
Определение: Функция 
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 является гладкой функцией. Из данных определений следует, что кусочно-гладкая в интервале 
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Теорема: Если функция 
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В точках разрыва функции 
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Коэффициенты разложения вычисляются по формулам:
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Пример 1. Разложить в ряд Фурье функцию 
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Решение. Функция периодическая. Наименьший положительный период равен 
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. В силу нечетности подынтегральной функции 
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. Таким образом, данная функция раскладывается в тригонометрический ряд
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Интересно проследить, каким образом график функции приближается графиками последовательных частичных сумм полученного ряда. На рисунках представлены графики частичных сумм при 
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Пример 2. Разложить в ряд Фурье  периодическую функцию с периодом 
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Решение. В интервале 
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 функция кусочно-гладкая (убедитесь в этом). 

График функции изображен на рисунке.
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Вычислим коэффициенты Фурье. 
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В результате получим ряд 
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На рисунках представлены графики частичных сумм при 
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Если функция 
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Пример 3. Разложить в ряд Фурье функцию, заданную на отрезке 
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Решение. Функция непрерывна и дифференцируема на отрезке 
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График функции изображен на рисунке.
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Найдем коэффициенты Фурье для данной функции: 
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 т.к. подынтегральные функции нечетны, а промежуток интегрирования симметричен относительно начала координат. 
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Пример 4. Функция 
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Найти разложение функции в ряд 1) по косинусам, 2) по синусам.

Решение. Функция задана на отрезке 
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1. Продолжим функцию четным образом на отрезок 
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График функции изображен на рисунке (для 
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Продолженная функция кусочно-гладкая. В силу четности 
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На рисунках представлены графики частичных сумм при 
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2.  Продолжим функцию нечетным образом на отрезок 
[image: image472.wmf][;0]
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График функции изображен на рисунке (для 
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Продолженная функция кусочно-гладкая. В силу нечетности 
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На рисунках представлены графики частичных сумм при 
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Контрольная работа № 3

Темы: Кратные и криволинейные интегралы, векторный анализ.

Задача 1.  Изменить порядок интегрирования.

1 
[image: image482.wmf]2

2

2

12

0000

(;)(;)

yy

y

dyfxydxdyfxydx

-

+

òòòò


2 
[image: image483.wmf]2

111

02

(;)

x

x

dxfxydy

-+-

-

òò


3 
[image: image484.wmf]1

1

0

1

(;)

y

y

dyfxydx

-

-

òò


4 
[image: image485.wmf]2

3

log

(4)

34

1030

(;)(;)

x

x

dxfxydydxfxydy

-

+

òòòò


5 
[image: image486.wmf]2

2

0

1

11

(;)

y

y

dyfxydx

+-

-

--

òò


6 
[image: image487.wmf]12284

0010

(;)(;)

x

x

dxfxydydyfxydy

-

+

òòòò


7 
[image: image488.wmf]2

22

11

131

01

2424

(;)(;)

y

yy

dyfxydxdyfxydx

--

----

+

òòòò


8 
[image: image489.wmf]2

1202

2010

(;)(;)

xxx

dxfxydydxfxydy

-+--

--

+

òòòò


9 
[image: image490.wmf]2

log

3

13

(;)

x

x

dxfxydy

-

òò


10 
[image: image491.wmf]21

6/

23

1222

(;)(;)

y

y

dyfxydxdyfxydx

+-

+

òòòò


Задача 2. Пластина 
[image: image492.wmf]D

 задана ограничивающими ее линиями, 
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 – поверхностная плотность. Найти массу пластины.
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Задача 3. Найти величину и направление наибольшего изменения функции 
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Задача 4. Найти поток векторного поля 
[image: image516.wmf]a

 через 

а) поверхность 
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, ограниченную координатными плоскостями, в направлении нормали, образующую острый угол с осью 
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б) замкнутую поверхность, образованную поверхностью 
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 и координатными плоскостями (нормаль внешняя).
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Задача 5.

Вычислить циркуляцию векторного поля 
[image: image530.wmf]a

 по замкнутому контуру 
[image: image531.wmf]L

, образованному пересечением плоскости 
[image: image532.wmf]σ

 с координатными плоскостями.

Использовать условия задачи 4. 

Криволинейный интеграл I рода.

1. Определение. Свойства.
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Пусть в пространстве дана кривая L, ограниченная точками A и B и функция 
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, то он называется криволинейным интегралом первого рода (интегралом по дуге) и обозначается 
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. Можно доказать, что интеграл не зависит от разбиения дуги на части и выбора точек 
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Свойства криволинейного интеграла.
1. 
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 не имеют общих точек, кроме граничной.
4. Длина кривой 
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 вычисляется с помощью криволинейного интеграла 
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5. Вычисление криволинейного интеграла
а) пусть кривая 
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 лежит в плоскости 
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б) пусть кривая 
[image: image555.wmf]L

 лежит в плоскости 
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и задана параметрическим уравнением 
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в) пусть кривая 
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 лежит в плоскости 
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и задана уравнением в полярной системе координат 
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г) пусть кривая 
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 пространственная кривая задана параметрически 
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Пример 1. Найти массу одной четверти окружности радиуса равного 
[image: image568.wmf]a

, расположенной в первой четверти, если плотность 
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Решение. Найдем массу используя криволинейный интеграл первого рода. Первая четверть окружности может быть задана параметрическим уравнением  
[image: image570.wmf]cost

:0

sint

2

xa

L

ya

p

j

=

ì

££

í

=

î

. Тогда масса равна 
[image: image571.wmf]/2/2

2222222

2

0

00

sincossinsincos

L

Mydlatatatdtatdtata

pp

p

==+===

òòò

.

Двойной интеграл.
Определение и свойства.

Пусть функция 
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 определена и непрерывна в некоторой области 
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 Свойства.
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3. Геометрический смысл двойного интеграла: объем цилиндрического тела 
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4. Площадь плоской области 
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 можно вычислить с помощью двойного интеграла 
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5. Вычисление двойного интеграла
а) Удобно разбить область на части прямыми параллельными координатным осям. Тогда  
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б) Следующий шаг сведение двойного интеграла к двукратному. 
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Таким образом 
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Двойной интеграл в полярной системе координат.
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В предыдущих параграфах двойной интеграл вычислялся в декартовой системе координат. Его вычисление может быть упрощено переходом к полярной системе координат.

Вычисление двойного интеграла в полярных координатах осуществляется по формуле
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При этом предполагается (см. рис. 8), что всякий луч, выходящий из начала координат, пересекает границу области 
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 не более чем в двух точках (точке входа и точке выхода), уравнение линии входа 
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Рис. 8.

Покажем появление множителя 
[image: image623.wmf]r

 в подынтегральном выражении формулы (3). Двойной интеграл есть предел интегральных сумм 
[image: image624.wmf](

)

i

n

i

i

i

S

y

x

f

D

×

å

=

1

,

, составленных независимо от способа разбиения области 
[image: image625.wmf]D

 на части 
[image: image626.wmf]i

D

. Будем разбивать область интегрирования 
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 на части 
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 сеткой полярной системы координат, т.е. дугами концентрических окружностей с центром в начале координат, и лучами, исходящими из начала координат (см. рис. 9).

[image: image629.emf]D

i

0

Δ

r

i

Δφ

i


Рис. 9.

Фигуру 
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 при малых 
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Следовательно, интегральная сумма имеет вид 
[image: image636.wmf](
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Отсюда в пределе при неограниченном уменьшении 
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 и получается формула (3).

Пример 1. Изменить порядок интегрирования в интеграле I: 
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Решение. Данный интеграл состоит из двух двукратных
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Нарисуем для каждого из них область интегрирования (см. рис. 6):
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Из рисунка видно, что область 
[image: image643.wmf]D

 представляет собой объединение областей 
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Теперь меняем порядок интегрирования: линия входа 
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Рис. 6.

Тогда 
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Пример 2. Вычислить 
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Двумя способами. Ответ: 3.
Пример 3. Вычислить массу площадь области 
[image: image657.wmf]D

, ограниченной линиями 
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Решение. Строим область 
[image: image660.wmf]D

 (см. рис. 5).
[image: image661.png]- X





Рис. 5.

Заметим, что её удобнее спроектировать на ось 
[image: image662.wmf]Oy

, т.к. область 
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 правильная в направлении оси 
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.

Решая совместно данные уравнения линий границ, найдем координаты точек их пересечения:
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Линия входа – парабола, 
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 – её уравнение, разрешенное относительно 
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. Таким образом, область задается в виде системы неравенств: 
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Площадь вычисляем по формуле
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Пример 4. Вычислить объем тела 
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Пример 1. Найти объем тела 
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Ответ: 
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Пример 2. Найти площадь ограниченную лемнискатой Бернулли.

Решение. 
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2) Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
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Решение. Для построения на плоскости 
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 фигуры преобразуем исходные выражения 
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Следовательно, фигура ограничена окружностью, имеющей радиус 1, с центром в точке 
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Переходим к полярным координатам по формулам 
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Тогда уравнения окружностей примут вид:
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Теперь можно найти площадь соответствующей фигуры (см. рис. 11):
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Рис. 11.
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3) Вычислить объем тела, ограниченного параболоидом 
[image: image713.wmf]2

2

4

y

x

z

-

-

=

, цилиндрической поверхностью 
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 и плоскостью 
[image: image715.wmf]0
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Решение. Данное цилиндрическое тело сверху ограничено параболоидом, с боков – цилиндрической поверхностью, образующие которой параллельны оси 
[image: image716.wmf]Oz

 (см. рис. 12).

Преобразуем уравнение цилиндра, выделив в нем полный квадрат:
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Основанием 
[image: image721.wmf]D

 цилиндрического тела является проекция тела на плоскость 
[image: image722.wmf]0
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, которая ограничена окружностью 
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, центр которой смещен на 1 вдоль оси 
[image: image724.wmf]Oy

 (см. рис. 13).
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	Рис. 12.
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Тогда
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Тройной интеграл.

Определение тройного интеграла и основные свойства.
Пусть функция 
[image: image731.wmf](;;)

fxyz

 определена и непрерывна в некоторой области 
[image: image732.wmf]V

 пространства. Разобьем область 
[image: image733.wmf]V

на 
[image: image734.wmf]n

 частей и выберем точки 
[image: image735.wmf](;)
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 на каждом элементе разбиения 
[image: image736.wmf]i
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.  Обозначим 
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Если существует 
[image: image738.wmf]0
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, то он называется тройным интегралом и обозначается 
[image: image739.wmf](;;)
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fxyzdv

òòò

. Можно доказать, что интеграл не зависит от разбиения области 
[image: image740.wmf]V

на части и выбора точек 
[image: image741.wmf]i
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.
Свойства тройного интеграла.
1. 
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3. 
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 не имеют общих точек, кроме граничных.
4. Объем пространственной области 
[image: image747.wmf]T

 можно вычислить с помощью тройного интеграла 
[image: image748.wmf]T
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Вычисление тройного интеграла.
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Пример. Найти центр тяжести однородного цилиндрического тела, ограниченного поверхностями 
[image: image750.wmf]2222
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Решение. 
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Ответ: 
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I. Тройной интеграл в цилиндрической и сферической системах координат.

а) цилиндрическая система координат
[image: image753.wmf](;;)(;;)

MxyzMrz

j

:

: 
[image: image754.wmf]cos

sin

xr

yr

zz

j

j

=

ì

ï

=

í

ï

=

î


Пример. Вычислить массу тела 
[image: image755.wmf]2222
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Ответ: 
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б) сферическая система координат
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Пример. Найти объем шара радиуса 
[image: image759.wmf]a

.

Ответ: 
[image: image760.wmf]3
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Векторный анализ. Основные понятия

Определение скалярного и векторного поля.

Пусть G область в трехмерном пространстве. Говорят, что в области G задано скалярное поле, если каждой точке 
[image: image761.wmf]MG

Î

 поставлено в соответствие некоторое число [image: image762.wmf]()

uM

 (тоже что скалярная функция).
Примерами скалярных полей являются поле температур какого-либо тела; поле плотности зарядов на какой-либо поверхности или в сплошной среде; поле плотности масс какого-либо тела.

Поверхность (линия), на которой функция [image: image763.wmf]()

uM

 принимает постоянное значение, называется поверхностью (линией) уровня. 
[image: image764.wmf]()
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 - семейство поверхностей (линий) уровня.

Если в пространстве задана прямоугольная декартова система координат, то скалярное поле описывается функцией трех переменных 
[image: image765.wmf](;;),(;;)

uuxyzMxyzG
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Говорят, что в области G задано векторное поле, если каждой точке 
[image: image766.wmf]MG

Î

 поставлен в соответствие некоторый вектор 
[image: image767.wmf]()

aM

 (тоже что векторная функция).
Примеры векторных полей: электрическое поле системы электрических зарядов (вектор напряженности 
[image: image768.wmf]E

); магнитное поле, создаваемое электрическим током (вектор магнитной индукции 
[image: image769.wmf]B

); поле тяготения, создаваемое системой масс (вектор силы тяготения 
[image: image770.wmf]F

); поле скоростей потока жидкости (вектор скорости 
[image: image771.wmf]v

).

 Удобной геометрической характеристикой векторного поля  
[image: image772.wmf]()
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 служат векторные линии– кривые, в каждой точке M которых вектор 
[image: image773.wmf]()
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 направлен по касательной к кривой. Векторные линии поля тяготения, электрического и магнитного полей называются силовыми линиями, а поля скоростей– линиями тока.

Пусть векторная линия, проходящая через точку 
[image: image774.wmf]0
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, описывается  уравнением 
[image: image775.wmf]()
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, где t– параметр. Условие коллинеарности вектора поля 
[image: image776.wmf]a

 и касательного вектора 
[image: image777.wmf]()

rt

 в произвольной точке этой линии имеет вид 
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[image: image781.wmf]0
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. Каждое из этих уравнений является дифференциальным уравнением векторных линий в векторной форме и определяет множество векторных линий. Конкретная векторная линия, проходящая через заданную точку 
[image: image782.wmf]0
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 определяется дополнительным условием 
[image: image783.wmf]00
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, где 
[image: image784.wmf]0

r

– радиус вектор точки 
[image: image785.wmf]0
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. 
Если в пространстве задана прямоугольная декартова система координат то векторное поле 
[image: image786.wmf]()
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 описывается вектор функцией трех переменных 
[image: image787.wmf](;;)
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Дифференциальные операции векторного анализа.

Рассматривая дифференциальные операции будем считать, что функции 
[image: image790.wmf](;;);(;;);(;;);(;;)
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 непрерывны и дифференцируемы нужное количество раз в области 
[image: image791.wmf]G

.

1. Производная по направлению.

Пусть 
[image: image792.wmf]()
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 скалярное поле, заданное в области G, 
[image: image793.wmf]l

– вектор, 
[image: image794.wmf]0
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– фиксированная точка, M– некоторая точка, такая, что 
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 определяет среднюю скорость изменения скалярного поля на единицу длины по данному направлению.

Определение: если существует предел 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image804.wmf]0

(;;)

lim

l

uuu

xyzxyz

xyz

l

a

®

¶¶¶

+++

¶¶¶

=

V

VVVVVV

V

, где 
[image: image805.wmf](;;)
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 есть бесконечно малая более высокого порядка, чем 
[image: image806.wmf],,
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. Производная по направлению является скоростью изменения функции 
[image: image816.wmf]()
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 по направлению вектора 
[image: image817.wmf]l

 в точке 
[image: image818.wmf]0
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.

2. Градиент функции.

Градиентом скалярного поля 
[image: image819.wmf](;;)
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 называется вектор– функция 
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[image: image823.wmf]j

– это угол между 
[image: image824.wmf]gradu

 и 
[image: image825.wmf]l

. Очевидно, что 
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 принимает наибольшее значение при 
[image: image827.wmf]0
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, т.е. в направлении 
[image: image828.wmf]gradu

в данной точке. Иначе говоря, вектор 
[image: image829.wmf]gradu

 в данной точке указывает направление наибольшего роста поля u в этой точке, а 
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 есть скорость роста функции u в этом направлении. 
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4. 
[image: image838.wmf]()()
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5. 
[image: image839.wmf](;;)
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 нормаль к поверхности уровня 
[image: image840.wmf]ngradu
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Векторное поле 
[image: image841.wmf](;;)(;;)(;;)(;;)
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 называется потенциальным, если 
[image: image842.wmf]$

 скалярная функция 
[image: image843.wmf](;;)
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, называемая скалярным потенциалом, такая что 
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3. Дивергенция.

Пусть дано векторное поле 
[image: image846.wmf](;;)(;;)(;;)(;;)
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. Дивергенция векторного поля вычисляется по формуле 
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. Слово дивергенция означает “расходимость” и характеризует плотность источников данного векторного поля в данной точке.

Пример: 
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  т.е. отсутствуют источники поля в 
[image: image850.wmf]"

 точке, кроме начала координат. В начале координат 
[image: image851.wmf]div
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 (бесконечная плотность заряда).

Свойства:
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 Векторное поле 
[image: image855.wmf]()
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 называется соленоидальным в области G, если в этой области 
[image: image856.wmf]0
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, т.е. в данной области нет источников этого поля.

4. Ротор (вихрь).

Ротором векторного поля 
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. Удобнее ротор вычислять таким образом: 
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[image: image860.wmf]0

rotc
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2. 
[image: image861.wmf]11221222
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3. 
[image: image862.wmf]()

rotuagraduaurota
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;

4. ротор любого потенциального поля = 0.

Оператор Гамильтона.

Оператор Гамильтона или оператор “набла” это условный вектор 
[image: image863.wmf];;
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. С помощью этого оператора удобно записывать операции векторного анализа.

1. 
[image: image864.wmf]ugradu
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;

2. 
[image: image865.wmf]adiva
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;

3. 
[image: image866.wmf]arota
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Дифференциальные операции второго порядка.

Для скалярного поля 
[image: image867.wmf]()
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Для векторного поля 
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Свойства: 
1. 
[image: image876.wmf](
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 т.е. потенциальное векторное поле 
[image: image877.wmf]gradu

 является безвихревым;

2.  
[image: image878.wmf](
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 векторное поле 
[image: image879.wmf]rota

 является соленоидальным;

3. 
[image: image880.wmf](
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Или 
[image: image881.wmf]2
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. Например потенциал электрического заряда или потенциал поля тяготения точечной массы, имеющие вид 
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Пример 1: поле тяготения точечной массы m, помещенной в начале координат.


[image: image883.wmf]3
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Пример 2. Найти величину и направление наибольшего изменения функции 
[image: image891.wmf]222
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Решение. Вычислим 
[image: image893.wmf]gradu

в точке 
[image: image894.wmf]M
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[image: image897.wmf]11

M

gradu

=

.

Интегральные операции над векторными полями

Поток векторного поля через поверхность
Задача о течении жидкости.

Пусть установлено течение жидкости, т.е. скорость течения жидкости, протекающей через точку, зависит от самой точки и не зависит от времени. Говорят, что поле скоростей 
[image: image898.wmf]V
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[image: image901.wmf]s

 за единицу времени.
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 площади соответствующих поверхностей, 
[image: image908.wmf]n

 –нормальный вектор к поверхности 
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Б) 
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Разобьем поверхность 
[image: image911.wmf]s

 на части 
[image: image912.wmf]i

s

D

, так, чтобы точка 
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. Т.о. поток есть интегральная сумма. Далее т.к. 
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Определение: потоком векторного поля 
[image: image920.wmf]a

 через поверхность ориентированную 
[image: image921.wmf]s

 называется поверхностный интеграл первого

 рода от скалярного произведения 
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Свойства.

1. При изменении ориентации поверхности поток меняет знак 
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Пример 1: Найти поток векторного поля 
[image: image932.wmf]3
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Решение: 
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Пример 2: 
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Решение: 
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Пример 3: 
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Ответ: 
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Формула Остроградского–Гаусса

Теорема: 
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Доказательство: 

Рассмотрим интеграл 
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 С другой стороны 
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При этом 
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Пусть в области 
[image: image955.wmf]G

 определено векторное поле 
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Определение: Дивергенцией векторного поля 
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Теорема: 
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Доказательство: По определению 
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Пример 1: найти поток векторного поля через замкнутую поверхность. См. пример 3.

Пример 2: 
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Теорема Стокса: Пусть в области 
[image: image974.wmf]G

 определены функции 
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Циркуляция.

Пусть в области 
[image: image977.wmf]G

 определено векторное поле 
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 называется циркуляцией векторного поля 
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 вдоль линии L в заданном направлении. Если изменить направление движения, то циркуляция изменит знак. 
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Решение: 
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Формула Стокса в векторной форме: 
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Пример 2: Найти циркуляцию векторного поля 
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Решение: 
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Свойства потенциальных полей

Пусть  в области G поле 
[image: image1011.wmf]()
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потенциально, если существует функция 
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 т.е. работа вдоль кривой не зависит от выбора кривой, а зависит только от начальной и конечной точек.

3. потенциальное поле является безвихревым. 
[image: image1018.wmf]0
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Верно, ли обратное утверждение 
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Если область G является поверхностно-односвязной, то утверждения 
[image: image1020.wmf]0
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 и поле 
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 потенциально эквивалентны. Т.е. условие 
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 является необходимым и достаточным условием потенциальности поля в поверхностно-односвязной области. 
Определение: трехмерная область G называется поверхностно-односвязной, если для любого замкнутого контура L, лежащего в G, внутри области G найдется поверхность, ограниченная контуром L.

Определение: область G на плоскости называется односвязной, если для любого замкнутого контура, лежащего в этой области ограниченная им часть плоскости целиком лежит в G.
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. В шаре с выброшенным диаметром, лежащем на оси oz. Но такой шар не является поверхностно-односвязной областью и поле 
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Вычисление потенциала

Так как 
[image: image1028.wmf]duPdxQdyRdz

=++

, то 
[image: image1029.wmf](

)

0

;;

M

M

uxyzPdxQdyRdz

=++

ò

, где 
[image: image1030.wmf]0

,

MMG

Î

.

Пример: 
[image: image1031.wmf]ayzixzjxyk

=++

. Доказать, что поле потенциально и найти потенциал. 
[image: image1032.wmf]0

rota

=

, 
[image: image1033.wmf]0000

000

y

Mxz

Mxyz

uyzdxxzdyxydzyzdxxzdyxydz

=++=++

òòòò



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1034.wmf]000

xyzxyzuxyzC

=-Þ=+

.


[image: image1035.wmf]2

1

2

Rzdxydyxzy

=+=+

òò



[image: image1036.wmf](

)

22

bxjxzyk

=++

 т.к. 
[image: image1037.wmf]rotba

=

.

PAGE  
25

_1316543718.unknown

_1508668629.unknown

_1520594997.unknown

_1523036391.unknown

_1524850271.unknown

_1524851851.unknown

_1524905876.unknown

_1524987990.unknown

_1524988716.unknown

_1524989093.unknown

_1538331417.unknown

_1524989138.unknown

_1524989081.unknown

_1524988154.unknown

_1524988659.unknown

_1524908977.unknown

_1524909144.unknown

_1524905989.unknown

_1524904413.unknown

_1524905421.unknown

_1524905864.unknown

_1524904751.unknown

_1524851895.unknown

_1524851940.unknown

_1524904297.unknown

_1524852033.unknown

_1524851921.unknown

_1524851881.unknown

_1524851682.unknown

_1524851738.unknown

_1524851828.unknown

_1524851722.unknown

_1524851472.unknown

_1524851621.unknown

_1524850445.unknown

_1523427040.unknown

_1524466373.unknown

_1524849623.unknown

_1524850149.unknown

_1524850192.unknown

_1524849997.unknown

_1524849415.unknown

_1524849540.unknown

_1524466386.unknown

_1523775450.unknown

_1524379408.unknown

_1524379682.unknown

_1524465272.unknown

_1524465394.unknown

_1524379536.unknown

_1523775520.unknown

_1523816972.unknown

_1523817482.unknown

_1524378705.unknown

_1523817725.unknown

_1523817393.unknown

_1523775597.unknown

_1523775623.unknown

_1523775537.unknown

_1523775473.unknown

_1523775491.unknown

_1523775461.unknown

_1523774608.unknown

_1523774722.unknown

_1523774742.unknown

_1523774831.unknown

_1523774733.unknown

_1523774676.unknown

_1523774693.unknown

_1523774632.unknown

_1523428768.unknown

_1523773022.unknown

_1523773152.unknown

_1523772994.unknown

_1523428729.unknown

_1523428740.unknown

_1523427135.unknown

_1523428563.unknown

_1523341931.unknown

_1523343062.unknown

_1523426933.unknown

_1523427007.unknown

_1523343207.unknown

_1523343235.unknown

_1523342855.unknown

_1523343042.unknown

_1523342039.unknown

_1523342689.unknown

_1523342701.unknown

_1523342653.unknown

_1523342006.unknown

_1523092346.unknown

_1523093486.unknown

_1523093651.unknown

_1523341921.unknown

_1523093526.unknown

_1523093333.unknown

_1523093354.unknown

_1523093466.unknown

_1523092504.unknown

_1523091687.unknown

_1523092043.unknown

_1523092212.unknown

_1523091062.unknown

_1523091365.unknown

_1523091574.unknown

_1523091676.unknown

_1523091110.unknown

_1523090944.unknown

_1520603172.unknown

_1523034617.unknown

_1523035881.unknown

_1523036184.unknown

_1523036219.unknown

_1523035911.unknown

_1523034775.unknown

_1523034921.unknown

_1523035018.unknown

_1523035047.unknown

_1523034967.unknown

_1523034795.unknown

_1523034652.unknown

_1521353657.unknown

_1523033982.unknown

_1523034167.unknown

_1523033858.unknown

_1520603575.unknown

_1520603753.unknown

_1520605949.unknown

_1521353495.unknown

_1520605819.unknown

_1520603685.unknown

_1520603432.unknown

_1520603560.unknown

_1520603289.unknown

_1520596038.unknown

_1520602637.unknown

_1520602957.unknown

_1520603120.unknown

_1520602797.unknown

_1520596667.unknown

_1520597547.unknown

_1520597681.unknown

_1520602590.unknown

_1520597658.unknown

_1520596782.unknown

_1520596212.unknown

_1520595262.unknown

_1520595375.unknown

_1520595998.unknown

_1520596018.unknown

_1520595389.unknown

_1520595307.unknown

_1520595208.unknown

_1520595229.unknown

_1520595116.unknown

_1508668662.unknown

_1516004316.unknown

_1516378300.unknown

_1516383962.unknown

_1518972565.unknown

_1520594915.unknown

_1520594943.unknown

_1519625136.unknown

_1519626679.unknown

_1520594890.unknown

_1519626631.unknown

_1519065355.unknown

_1519625091.unknown

_1519064783.unknown

_1516384447.unknown

_1516384621.unknown

_1517207445.unknown

_1517208092.unknown

_1516384701.unknown

_1516384468.unknown

_1516384123.unknown

_1516384349.unknown

_1516384019.unknown

_1516379710.unknown

_1516383913.unknown

_1516378373.unknown

_1516379578.unknown

_1516379687.unknown

_1516378627.unknown

_1516378347.unknown

_1516009364.unknown

_1516377109.unknown

_1516378046.unknown

_1516378079.unknown

_1516377193.unknown

_1516375928.unknown

_1516376170.unknown

_1516011595.unknown

_1516375910.unknown

_1516011702.unknown

_1516011478.unknown

_1516009711.unknown

_1516006501.unknown

_1516006794.unknown

_1516007049.unknown

_1516007086.unknown

_1516006846.unknown

_1516006548.unknown

_1516004813.unknown

_1516006160.unknown

_1516004512.unknown

_1515584215.unknown

_1515584291.unknown

_1515584307.unknown

_1515584364.unknown

_1515584368.unknown

_1515584370.unknown

_1515584372.unknown

_1515584374.unknown

_1515584375.unknown

_1515584373.unknown

_1515584371.unknown

_1515584369.unknown

_1515584366.unknown

_1515584367.unknown

_1515584365.unknown

_1515584311.unknown

_1515584313.unknown

_1515584314.unknown

_1515584312.unknown

_1515584309.unknown

_1515584310.unknown

_1515584308.unknown

_1515584295.unknown

_1515584297.vsd
x


O


M


Δx


Δy



_1515584304.unknown

_1515584305.unknown

_1515584301.unknown

_1515584296.unknown

_1515584293.unknown

_1515584294.unknown

_1515584292.unknown

_1515584223.unknown

_1515584286.unknown

_1515584289.unknown

_1515584290.unknown

_1515584287.unknown

_1515584282.vsd
x


y


O


ΔS


M



_1515584285.unknown

_1515584224.unknown

_1515584219.unknown

_1515584221.unknown

_1515584222.unknown

_1515584220.unknown

_1515584217.unknown

_1515584218.unknown

_1515584216.unknown

_1515584203.unknown

_1515584210.unknown

_1515584213.vsd
O


x


y


dx


dl



_1515584214.unknown

_1515584212.unknown

_1515584207.unknown

_1515584205.unknown

_1514879757.unknown

_1515584200.vsd
x


y


z


O


A


B


M



_1515584201.unknown

_1515584202.unknown

_1515581469.unknown

_1508668664.unknown

_1508668665.unknown

_1508668663.unknown

_1508668646.unknown

_1508668654.unknown

_1508668658.unknown

_1508668660.unknown

_1508668661.unknown

_1508668659.unknown

_1508668656.unknown

_1508668657.unknown

_1508668655.unknown

_1508668650.unknown

_1508668652.unknown

_1508668653.unknown

_1508668651.unknown

_1508668648.unknown

_1508668649.unknown

_1508668647.unknown

_1508668638.unknown

_1508668642.unknown

_1508668644.unknown

_1508668645.unknown

_1508668643.unknown

_1508668640.unknown

_1508668641.unknown

_1508668639.unknown

_1508668633.unknown

_1508668635.unknown

_1508668636.unknown

_1508668634.unknown

_1508668631.unknown

_1508668632.unknown

_1508668630.unknown

_1495649598.unknown

_1495649647.unknown

_1508668212.unknown

_1508668222.unknown

_1508668226.unknown

_1508668627.unknown

_1508668628.unknown

_1508668227.unknown

_1508668224.unknown

_1508668225.unknown

_1508668223.unknown

_1508668217.unknown

_1508668220.unknown

_1508668221.unknown

_1508668219.unknown

_1508668214.unknown

_1508668216.unknown

_1508668213.unknown

_1508668204.unknown

_1508668208.unknown

_1508668210.unknown

_1508668211.unknown

_1508668209.unknown

_1508668206.unknown

_1508668207.unknown

_1508668205.unknown

_1508668200.unknown

_1508668202.unknown

_1508668203.unknown

_1508668201.unknown

_1495649651.unknown

_1508668198.unknown

_1508668199.unknown

_1495649653.unknown

_1508668197.unknown

_1495649654.unknown

_1495649652.unknown

_1495649649.unknown

_1495649650.unknown

_1495649648.unknown

_1495649614.unknown

_1495649639.unknown

_1495649643.unknown

_1495649645.unknown

_1495649646.unknown

_1495649644.unknown

_1495649641.unknown

_1495649642.unknown

_1495649640.unknown

_1495649634.unknown

_1495649637.unknown

_1495649638.unknown

_1495649635.unknown

_1495649626.unknown

_1495649627.unknown

_1495649615.unknown

_1495649606.unknown

_1495649610.unknown

_1495649612.unknown

_1495649613.unknown

_1495649611.unknown

_1495649608.unknown

_1495649609.unknown

_1495649607.unknown

_1495649602.unknown

_1495649604.unknown

_1495649605.unknown

_1495649603.unknown

_1495649600.unknown

_1495649601.unknown

_1495649599.unknown

_1361347442.unknown

_1495649582.unknown

_1495649590.unknown

_1495649594.unknown

_1495649596.unknown

_1495649597.unknown

_1495649595.unknown

_1495649592.unknown

_1495649593.unknown

_1495649591.unknown

_1495649586.unknown

_1495649588.unknown

_1495649589.unknown

_1495649587.unknown

_1495649584.unknown

_1495649585.unknown

_1495649583.unknown

_1495649574.unknown

_1495649578.unknown

_1495649580.unknown

_1495649581.unknown

_1495649579.unknown

_1495649576.unknown

_1495649577.unknown

_1495649575.unknown

_1381057598.unknown

_1495649570.unknown

_1495649572.unknown

_1495649573.unknown

_1495649571.unknown

_1495649568.unknown

_1495649569.unknown

_1381057704.unknown

_1381057897.unknown

_1495649567.unknown

_1381057798.unknown

_1381057698.unknown

_1364369384.unknown

_1381057480.unknown

_1381057502.unknown

_1381057595.unknown

_1364369947.unknown

_1364370097.unknown

_1364369429.unknown

_1362401639.unknown

_1362403522.unknown

_1362403619.unknown

_1362404422.unknown

_1362403532.unknown

_1362401858.unknown

_1362401606.unknown

_1362401608.unknown

_1361348239.unknown

_1361361329.unknown

_1361270170.unknown

_1361270527.unknown

_1361270821.unknown

_1361272711.unknown

_1361272906.unknown

_1361273114.unknown

_1361342937.unknown

_1361347125.unknown

_1361347144.unknown

_1361347266.unknown

_1361347109.unknown

_1361273143.unknown

_1361273651.unknown

_1361273668.unknown

_1361273580.unknown

_1361273123.unknown

_1361273081.unknown

_1361273093.unknown

_1361272948.unknown

_1361272768.unknown

_1361272812.unknown

_1361272715.unknown

_1361272597.unknown

_1361272652.unknown

_1361272679.unknown

_1361270856.unknown

_1361272534.unknown

_1361272563.unknown

_1361272518.unknown

_1361270910.unknown

_1361271226.unknown

_1361270823.unknown

_1361270746.unknown

_1361270806.unknown

_1361270563.unknown

_1361270343.unknown

_1361270419.unknown

_1361270445.unknown

_1361270377.unknown

_1361270309.unknown

_1361270329.unknown

_1361270278.unknown

_1361254470.unknown

_1361255932.unknown

_1361270060.unknown

_1361270081.unknown

_1361270169.unknown

_1361255964.unknown

_1361256063.unknown

_1361255007.unknown

_1361255865.unknown

_1361255905.unknown

_1361255039.unknown

_1361255407.unknown

_1361255029.unknown

_1361254533.unknown

_1361254860.unknown

_1361254476.unknown

_1360736269.unknown

_1361252943.unknown

_1361254447.unknown

_1361251924.unknown

_1361251866.unknown

_1316543855.unknown

_1360652380.unknown

_1360735838.unknown

_1360502561.unknown

_1360564759.unknown

_1316544073.unknown

_1316543762.unknown

_1225697399.unknown

_1225697469.unknown

_1225697501.unknown

_1233400150.unknown

_1259486435.unknown

_1287989113.unknown

_1316543244.unknown

_1316543357.unknown

_1316543569.unknown

_1316543603.unknown

_1316543550.unknown

_1316543344.unknown

_1316543135.unknown

_1316543213.unknown

_1287989193.unknown

_1259487386.unknown

_1287988773.unknown

_1287989101.unknown

_1259487497.unknown

_1259487675.unknown

_1287988704.unknown

_1259487613.unknown

_1259487421.unknown

_1259486573.unknown

_1259487002.unknown

_1259487190.unknown

_1259486689.unknown

_1259486543.unknown

_1233420034.unknown

_1233996159.unknown

_1256407665.unknown

_1259485824.unknown

_1259486390.unknown

_1259485698.unknown

_1233996476.unknown

_1233996772.unknown

_1256407663.unknown

_1256407664.unknown

_1233996799.unknown

_1233997077.unknown

_1233996533.unknown

_1233996675.unknown

_1233996514.unknown

_1233996299.unknown

_1233996354.unknown

_1233996432.unknown

_1233996250.unknown

_1233995274.unknown

_1233996071.unknown

_1233995801.unknown

_1233995923.unknown

_1233935163.unknown

_1233938114.unknown

_1233941464.unknown

_1233994999.unknown

_1233941293.unknown

_1233941463.unknown

_1233935345.unknown

_1233936828.unknown

_1233937102.unknown

_1233935227.unknown

_1233934896.unknown

_1233935099.unknown

_1233420479.unknown

_1233417754.unknown

_1233419868.unknown

_1233419959.unknown

_1233418034.unknown

_1233418391.unknown

_1233418486.unknown

_1233418247.unknown

_1233417948.unknown

_1233417216.unknown

_1233417384.unknown

_1233417085.unknown

_1233166996.unknown

_1233167814.unknown

_1233398664.unknown

_1233399174.unknown

_1233399390.unknown

_1233399900.unknown

_1233399330.unknown

_1233399130.unknown

_1233168112.unknown

_1233168306.unknown

_1233168085.unknown

_1233167593.unknown

_1233167733.unknown

_1233167759.unknown

_1233167608.unknown

_1233167353.unknown

_1233167553.unknown

_1233167024.unknown

_1225697509.unknown

_1225697514.bin

_1233165560.unknown

_1233165658.unknown

_1232523692.unknown

_1232523889.unknown

_1225697512.unknown

_1225697513.bin

_1225697511.unknown

_1225697505.unknown

_1225697507.unknown

_1225697508.unknown

_1225697506.bin

_1225697503.bin

_1225697504.unknown

_1225697502.bin

_1225697485.unknown

_1225697493.unknown

_1225697497.unknown

_1225697499.unknown

_1225697500.unknown

_1225697498.unknown

_1225697495.unknown

_1225697496.unknown

_1225697494.unknown

_1225697489.unknown

_1225697491.unknown

_1225697492.unknown

_1225697490.bin

_1225697487.unknown

_1225697488.unknown

_1225697486.bin

_1225697477.unknown

_1225697481.bin

_1225697483.unknown

_1225697484.unknown

_1225697482.bin

_1225697479.unknown

_1225697480.unknown

_1225697478.unknown

_1225697473.unknown

_1225697475.unknown

_1225697476.unknown

_1225697474.unknown

_1225697471.unknown

_1225697472.unknown

_1225697470.bin

_1225697432.unknown

_1225697452.unknown

_1225697460.unknown

_1225697465.unknown

_1225697467.unknown

_1225697468.unknown

_1225697466.unknown

_1225697463.unknown

_1225697464.unknown

_1225697462.unknown

_1225697456.unknown

_1225697458.unknown

_1225697459.unknown

_1225697457.unknown

_1225697454.unknown

_1225697455.unknown

_1225697453.unknown

_1225697444.unknown

_1225697448.unknown

_1225697450.unknown

_1225697451.unknown

_1225697449.unknown

_1225697446.unknown

_1225697447.unknown

_1225697445.unknown

_1225697436.unknown

_1225697438.bin

_1225697439.bin

_1225697437.unknown

_1225697434.unknown

_1225697435.unknown

_1225697433.unknown

_1225697416.unknown

_1225697424.unknown

_1225697428.unknown

_1225697430.unknown

_1225697431.unknown

_1225697429.unknown

_1225697426.unknown

_1225697427.unknown

_1225697425.unknown

_1225697420.unknown

_1225697422.unknown

_1225697423.unknown

_1225697421.unknown

_1225697418.unknown

_1225697419.unknown

_1225697417.unknown

_1225697407.bin

_1225697412.unknown

_1225697414.unknown

_1225697415.unknown

_1225697413.bin

_1225697410.unknown

_1225697411.unknown

_1225697408.bin

_1225697403.unknown

_1225697405.unknown

_1225697406.bin

_1225697404.unknown

_1225697401.unknown

_1225697402.unknown

_1225697400.unknown

_1138029510.unknown

_1170486632.unknown

_1225697341.unknown

_1225697383.unknown

_1225697391.unknown

_1225697395.unknown

_1225697397.unknown

_1225697398.unknown

_1225697396.unknown

_1225697393.unknown

_1225697394.unknown

_1225697392.unknown

_1225697387.unknown

_1225697389.unknown

_1225697390.unknown

_1225697388.unknown

_1225697385.bin

_1225697386.unknown

_1225697384.unknown

_1225697375.unknown

_1225697379.unknown

_1225697381.unknown

_1225697382.unknown

_1225697380.unknown

_1225697377.unknown

_1225697378.unknown

_1225697376.unknown

_1225697345.unknown

_1225697373.unknown

_1225697374.unknown

_1225697346.unknown

_1225697343.unknown

_1225697344.unknown

_1225697342.unknown

_1222453244.unknown

_1224488805.unknown

_1224489275.unknown

_1225697339.unknown

_1225697340.unknown

_1225697338.unknown

_1224489016.unknown

_1224489146.unknown

_1224489254.unknown

_1224489192.unknown

_1224489064.unknown

_1224488879.unknown

_1222453703.unknown

_1224488542.unknown

_1224488622.unknown

_1224488521.unknown

_1222453497.unknown

_1222453521.unknown

_1222453449.unknown

_1201936122.unknown

_1203090590.unknown

_1203092338.unknown

_1203095402.unknown

_1222450620.unknown

_1222452920.unknown

_1222450462.unknown

_1203095005.unknown

_1203095157.unknown

_1203095257.unknown

_1203094779.unknown

_1203091373.unknown

_1203091864.unknown

_1203092309.unknown

_1203091306.unknown

_1203090661.unknown

_1201936197.unknown

_1202631271.unknown

_1203090547.unknown

_1201936282.unknown

_1201936176.unknown

_1201936189.unknown

_1201936143.unknown

_1201936160.unknown

_1170749355.unknown

_1170833969.unknown

_1170835775.unknown

_1201936080.unknown

_1201936111.unknown

_1201936041.unknown

_1170835990.unknown

_1170834657.unknown

_1170834747.unknown

_1170834488.unknown

_1170833732.unknown

_1170833853.unknown

_1170833578.unknown

_1170487981.unknown

_1170489345.unknown

_1170489579.unknown

_1170489664.unknown

_1170489819.unknown

_1170489521.unknown

_1170489057.unknown

_1170487635.unknown

_1170487781.unknown

_1170487022.unknown

_1138375121.unknown

_1169888127.unknown

_1169968041.unknown

_1170485975.unknown

_1170486132.unknown

_1170486519.unknown

_1170485995.unknown

_1169968544.unknown

_1169969120.unknown

_1170485750.unknown

_1170485800.unknown

_1170484909.unknown

_1169968978.unknown

_1169968289.unknown

_1169968420.unknown

_1169968161.unknown

_1169889597.unknown

_1169967283.unknown

_1169967892.unknown

_1169967920.unknown

_1169967461.unknown

_1169967061.unknown

_1169967084.unknown

_1169966983.unknown

_1169889391.unknown

_1169889514.unknown

_1169889550.unknown

_1169889420.unknown

_1169888258.unknown

_1169888394.unknown

_1169888186.unknown

_1138438595.unknown

_1169885465.unknown

_1169885516.unknown

_1169885997.unknown

_1169886279.unknown

_1169886344.unknown

_1169886192.unknown

_1169885616.unknown

_1169885693.unknown

_1138438909.unknown

_1138438755.unknown

_1138437096.unknown

_1138437910.unknown

_1138437996.unknown

_1138437231.unknown

_1138437343.unknown

_1138437189.unknown

_1138436847.unknown

_1138436881.unknown

_1138376769.unknown

_1138376825.unknown

_1138375232.unknown

_1138035105.unknown

_1138036596.unknown

_1138371784.unknown

_1138373408.unknown

_1138374337.unknown

_1138375072.unknown

_1138373646.unknown

_1138372887.unknown

_1138373406.unknown

_1138373407.unknown

_1138372955.unknown

_1138372873.unknown

_1138372880.unknown

_1138372829.unknown

_1138371615.unknown

_1138371733.unknown

_1138036714.unknown

_1138035917.unknown

_1138035985.unknown

_1138036357.unknown

_1138035953.unknown

_1138035430.unknown

_1138035546.unknown

_1138035241.unknown

_1138033273.unknown

_1138034850.unknown

_1138034987.unknown

_1138035047.unknown

_1138034949.unknown

_1138034790.unknown

_1138034828.unknown

_1138033379.unknown

_1138029900.unknown

_1138032407.unknown

_1138032455.unknown

_1138029901.unknown

_1138029594.unknown

_1138029785.unknown

_1138029555.unknown

_1137233204.unknown

_1137839780.unknown

_1138027729.unknown

_1138029000.unknown

_1138029399.unknown

_1138029478.unknown

_1138029311.unknown

_1138028753.unknown

_1138028815.unknown

_1138028664.unknown

_1138028529.unknown

_1137840303.unknown

_1137840345.unknown

_1138027542.unknown

_1137840322.unknown

_1137840002.unknown

_1137840158.unknown

_1137839864.unknown

_1137596776.unknown

_1137839373.unknown

_1137839530.unknown

_1137839659.unknown

_1137839488.unknown

_1137839102.unknown

_1137597030.unknown

_1137597225.unknown

_1137596292.unknown

_1137596442.unknown

_1137596707.unknown

_1137596355.unknown

_1137596150.unknown

_1137596186.unknown

_1137596010.unknown

_1137593229.unknown

_1137595971.unknown

_1037472631.unknown

_1131966164.unknown

_1137232983.unknown

_1137233098.unknown

_1137229510.unknown

_1137232753.unknown

_1137228898.unknown

_1131965551.unknown

_1131966141.unknown

_1131966153.unknown

_1131965689.unknown

_1131957202.unknown

_1131965469.unknown

_1037472959.unknown

_1030628194.unknown

_1031579545.unknown

_1037472317.unknown

_1037472404.unknown

_1037472073.unknown

_1030628307.unknown

_1031579452.unknown

_1030628218.unknown

_1029060962.unknown

_1029520689.unknown

_1030624207.unknown

_1030624784.unknown

_1030626237.unknown

_1030448049.unknown

_1029135129.unknown

_1029520488.unknown

_1029133956.unknown

_1029061105.unknown

_1028619674.unknown

_1028619743.unknown

_1028619589.unknown

