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ВВЕДЕНИЕ

При  проведении  химических,  технических  и  инженерных  расчётов
студент  и  инженер  имеет  дело  с  различными  математическими
зависимостями,  в  которых  имеется  неизвестная  величина,  требующая
определения.  Часто  эту  неизвестную  величину  не  удаётся  аналитически
выразить  и  отыскать,  или  процесс  аналитического  поиска  очень  длителен.
Тогда  приходится  обращаться  к  численным  методам  решения  нелинейного
уравнения на ЭВМ. Трудности, с которыми сталкивается студент и инженер
при  отыскании  решения  нелинейного  уравнения  с  одним  неизвестным,  и
послужили поводом при написании данного пособия.

Методические указания состоят из трёх глав, в которых рассмотрены
основные  теоретические  положения,  особенности  решения  нелинейных
уравнений  с  одним  неизвестным  в  математическом  пакете  MathCAD и
электронной таблице Excel.

В  первой  главе рассмотрены  основные  понятия  теории  решения
нелинейного  уравнения  с  одним  неизвестным.  Приведены  особенности
методов  отделения  и  уточнения  корней.  Здесь  же  рассмотрены  некоторые
итерационные  простые  и  комбинированные  методы  уточнения  корней  с
теоретической точки зрения.

Во  второй  главе рассмотрены  прикладные  особенности  решения
нелинейных  уравнений  в  математическом  пакете  MathCAD без
программирования и с программированием процесса решения.

В третьей главе рассмотрены прикладные особенности решения задачи
поиска  корней  нелинейных  уравнений  с  одним  неизвестным  с
использованием табличного процессора Microsoft Excel.

Каждый из разделов содержит примеры решения задач и подробные
объяснения при отделении корней нелинейного уравнения,  объяснения при
использовании данного метода уточнения корней нелинейного уравнения, а
также оценки точности полученных результатов.

Методические указания позволят аспирантам, инженерам и студентам
освоить и использовать на ЭВМ методы решения нелинейных уравнений с
одним неизвестным.
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1. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ

1.1. Основные понятия

Нелинейным  уравнением  называется  зависимость  вида  f(x)=0  или
f1(x)=f2(x), где функции f(x), f1(x), f2(x) нелинейные относительно переменной
х (х  в  первой  степени –  линейны).  Переменная  х  называется  независимой
переменной.

Корнем  нелинейного  уравнения  называется  такое  значение
независимой  переменной х,  при  подстановке  которого исходное  уравнение
обращается в тождество.

Решить нелинейное уравнение, значит, найти действительные значения
корней в заданной области или в области определения функции.

Задача определения корней нелинейного уравнения может быть решена
в 2 этапа:

1. Отделение  корней,  т.е.  определения  таких  участков  (отрезков)
изменения  независимой  переменной  х  в  пределах  которых
существует единственный корень заданного уравнения.

2. Уточнение корней,  т.е.  вычисление  значения корня на  выделенном
ранее отрезке с заданной точностью.

1.2. Методы отделения корней

Существует  3  метода  отделения  корней:  графический  метод,
аналитический метод и численный метод.

Чтобы графически отделить корни уравнения необходимо в декартовой
системе координат ХОY построить заданную функцию y=f(x), если решается
уравнение  вида  f(x)=0,  и найти отрезки,  в  пределах  которых эта  функция
пересекает ось х (Рис.1.). Функция, изображенная на рисунке 1 пересекает ось
три раза, т.е. уравнение f(x)=0 имеет 3 корня. 

Рис. 1 Графическое отделение
корней для уравнения вида f(x)=0

Рис. 2 Графическое отделение корней
для уравнения вида f1(x)=f2(x)

Если функция задана в виде f1(x)=f2(x), то в декартовой системе строят
две функции y1=f1(x) и y2=f2(x) и определяют точки пересечения этих функций
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(рис.2.).  Отрезки  выделяют  на  оси  х  в  окрестности  абсцисс  точек
пересечения.

Достоинства метода графического метода: простота, наглядность.
Недостатки  метода:  графическое  отделение  используется  для

построения простых функций, поведение которых известно.
При аналитическом отделении корней используются 2 теоремы:

1. Если  функция  на  рассматриваемом  отрезке  [a,b]  непрерывна  и  на
концах  этого  отрезка  имеет  разные  знаки,  то  на  данном  отрезке  эта
функция  имеет  нечетное  число  корней,  а  если  знаки  на  концах
одинаковы – на этом отрезке имеется четное число корней или их нет
вообще. Математически теорему  I можно записать в виде:









];[0)()(

];[0)()(

baотрезкенакорнейчислочётноеbfaf

baотрезкенакорнейчислонечётноеbfaf
 (1)

2. Если  на  рассматриваемом  отрезке  [a,b]  функция  монотонна  (или
возрастая или убывая) и не имеет точек перегиба, то функция имеет на
данном отрезке единственный корень, если на концах этого отрезка [a,b]
знаки функции разные, и функция не имеет корней, если знаки функции
одинаковые. Математически теорему II можно записать в виде:

Условие монотонности функции на отрезке [a;b] имеет вид:

0)()(  bf
db
d

af
da
d

 (2)

Условие того,  что функция не имеет точек перегиба на отрезке [a;b]
имеет вид:

0)()( 2

2

2

2

 bf
db

d
af

da

d
(3)

Алгоритм отделения  корней  аналитическим  способом  сводится  к
следующему:
1. Определяется область допустимых значений аргумента.
2. Этот  диапазон  разбивается  на  отрезки,  в  пределах  которых  функция

монотонна. Для этого записывается выражение для 1-ой производной от
заданной  функции  f(x)  и  определяется  значение,  при  котором  эта
производная равна нулю f ’(x) = 0.

3. Определяются значения функции на концах всех выделенных отрезков.
4. Проверяется выполнимость теорем I,II на каждом из отрезков. При этом

отрезки необходимо сузить так, чтобы теорема II выполнялась всегда.
Пример 1. Для функции х2-5х+1=0 аналитически отделить корни.
Решение.
1. Определяем область допустимых значений аргумента -∞<x<∞
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2.  В  этой  области  для  f(x)=x2-5x+1  находим  её  производную
f1(x)=df(x)/dx=2x-5=0  и  корень  производной  x*=2.5.  Строим  участки
возрастания - убывания функции f(x) в диапазоне (-∞ ;2.5] и [2.5; ∞) (рис.3).

Рис. 3 Аналитическое отделение корней

3.  Значения  функции  f(x)=x2-5x+1  в  точках:  f(-∞)=∞>0;  f(2.5)=6.25-
12.5+1<0; f(∞)=∞>0. Имеем 2 перехода (+,-) и (-,+), т.е.2 корня. 

4. Проверяем выполнимость теорем I, II на каждом участке:
Сузим  левую  границу  от  -∞  до  0  (т.к.  f(-∞)>0  и  f(0)>0)  и  правую

границу с +∞ до 5 (т.к. f(+∞)>0 и f(5)>0) – имеем отрезки [0;2.5] и [2.5;5].

Участок [0;2.5]: (обозначим f2(x)=d2f(x)/dx2=2)
f(0) f(2.5)<0 – нечётное число корней на отрезке [0;2.5];
f1(0) f1(2.5)>0 – функция монотонна на отрезке [0;2.5];
f2(0) f2(2.5)>0 – функция не имеет точек перегиба.

На отрезке [0;2.5] уравнение x2-5x+1 = 0 имеет единственный корень.
Участок [2.5;5]:

f(2.5) f(5)<0 – нечётное число корней на отрезке [2.5;5];
f1(2.5) f1(5)>0 – функция монотонна на отрезке [2.5;5];
f2(2.5)f2(5)>0 – функция не имеет точек перегиба.

На отрезке [2.5;5] уравнение x2-5x+1 = 0 имеет единственный корень.
Ответ: Корни отделены на отрезках [0;2.5] и [2.5;5].

Достоинства аналитического метода: этот метод позволяет выделить 
все действительные корни заданного уравнения.

Недостатки: можно применять для некоторых функций, у которых 1-я
производная  имеет  простой  вид,  т.е.  уравнение,  полученное  из  первой
производной, может быть решено аналитически.

Для  численного отделения  корней  выполняется  табуляция  заданной
функции в области изменения аргумента Х с крупным шагом. Выделяются
отрезки,  на  которых  функция  меняет  свой  знак  и  при  необходимости
выполняется  табуляция  выделенного  отрезка  с  более  мелким  шагом
(построение  таблицы).  По  окончании  процесса  табуляции  выделенные
отре5зки  необходимо  проверить  на  наличие  единственного  корня  по
аналитическим теоремам единственности корня.

Достоинства: простота метода.

7



Недостатки:
1. можно пропустить корни при табуляции с большим шагом.
2. если функция сложная, то имеем много сложных вычислений. 

Пример 2: Численно отделить корни для функции х2-5х+0,5=0.
Решение. Проведём табуляцию функции:

х  -1000 -100 -10 -1 0 1 10 100
y + + + + + + - + +

Переход знака: [0;1] и[1;10] – необходимо повторное табулирование с 
более мелким шагом.
Участок [0;1]: (обозначим  f1(x)=df(x)/dx= 2x-5 и f2(x)=d2f(x)/dx2=2)

f(0) f(1)<0 – нечётное число корней на отрезке [0;1];
f1(0) f1(1)>0 – функция монотонна на отрезке [0;1];
f2(0) f2(1)>0 – функция не имеет точек перегиба.

На отрезке [0;1] уравнение x2-5x+0.5 = 0 имеет единственный корень.
Участок [1;10]:

f(1) f(10)<0 – нечётное число корней на отрезке [1;10];
f1(1) f1(10)<0 – функция немонотонна на отрезке [1;10];
необходимо сузить этот отрезок.

х 1 2 3 5 10
y – – – + +
f1(3) f1(5)>0 – функция монотонна на отрезке [1;10];
f2(3)f2(5)>0 – функция не имеет точек перегиба.

На отрезке [3;5] уравнение x2-5x+0.5 = 0 имеет единственный корень.

Ответ: Корни отделены на отрезках [0;1], [3;5].

1.3. Основные понятия итерационных методов уточнения корней

Все численные методы уточнения корней итерационные (пошаговые).
Итерацией называется  каждый  отдельный  вычисленный  шаг,  в

результате  которого  получается  значение  корня.  Сам  процесс  таких
вычислений называется итерационным процессом.

Различают  сходящийся  итерационный  процесс,  когда  в  результате
последовательности  шагов  мы  приближаемся  к  одному  значению  и
расходящийся итерационный процесс, когда последующие значения х сильно
отличаются друг от друга.

Кроме  того,  итерационный  процесс  бывает  монотонным,  если
приближение или удаление осуществляется в одну сторону и колебательным,
если  приближение или удаление  происходит с  разных сторон от истинной
величины корня.

Для  выполнения  любого  итерационного  процесса  выводится
итерационная  формула,  которая  позволяет  вычислить  следующее  значение
переменной х через какое-либо известное значение этой величины х, т.е.:
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xi+1=φ(xi) (4)
где i- номер итерации; φ- итерационная формула.

Итерационный процесс  происходит  до  тех  пор,  пока не  достигается
заданная точность, т.е. пока не выполнятся условия:

|xi+1-xi|≤x (5)
|f(xi+1)|≤y (6)

где xi+1 и xi два соседних приближения к корню;
f(xi+1) – значение функции в точке, которую считают корнем;
x, y - заданная точность по аргументу х и по функции у.

Часто точность задается одинаковая x=y=
Алгоритм  уточнения  корня  на  выделенном  отрезке  сводится  к

следующему:
1. Проверить  условие  применимости  итерационных  методов  (I,  II

теоремы)
2. Выбрать начальные приближения к корню
3. Выполнить  итерационный  процесс,  проверяя  на  каждой  итерации

условия его окончания.
4. Записать  результат вычисления по правилам записи приближенных

чисел.
В  зависимости  от  вывода  итерационной  формулы  φ(x)  различается

несколько  методов  уточнения  корней:  метод  простых  итераций,  метод
половинного деления, метод касательных, метод хорд, метод секущих и т.д.

1.4. Метод простых итераций

По  методу  простых  итераций  итерационная  формула  получается  из
заданного уравнения, если выразить из него одно из наименований аргумента
х, т.е. имеем f(x)=0 выражаем x= φ(x) - итерационная формула (4).

Пример 3: Найти возможные итерационные формулы метода простых
итераций для решения уравнения х3=ln(х).

Решение. Для функции х3=ln(х) можно х выразить по разному:
а)первая  итерационная  формула  получается  путем  выражения  из

заданного уравнения   х3,            3 )ln(xx 

b)  итерационные формулы можно получим представив заданное 
уравнение в виде x2∙x=ln(x), тогда вторую итерационную формулу получим 

выразив   x2: x2=ln(x)/x, следовательно, 
x

x
x

)ln(


с) третью итерационную формулу получим выразив х: x2∙x =ln(x), 
следовательно, x =ln(x)/x2
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d) четвертую итерационную формулу получаем путем 
логарифмирования обеих частей заданного уравнения ln(x)=x3, тогда 
exp(ln(x))=exp(x3), следовательно, x=exp(x3)

Но не всякая итерационная формула дает сходимость.
Чтобы  итерационный  процесс  был  сходящимся,  необходимо  и

достаточно,  чтобы модуль  производной от итерационной функции в любой
точке выделенного отрезка уточнения корня был меньше единицы:

0<|dφ(x)/dx|≤1 (7)
или

0<|φ'(a)|≤1             0<|φ'(b)|≤1 (8)
Может  оказаться,  что  не  существует  прямых итерационных  формул,

которые бы давали сходящийся итерационный процесс.
Тогда  выводят  универсальную  формулу исходя  из  условия

сходимости  итерационного  процесса,  определяемого  итерационной
формулой.  Для  этого  исходное  уравнение  f(x)=0  домножается  на
корректирующий коэффициент и к обеим частям этого уравнения добавляется
величина х, т.е. x+К f(x)=x=φ(x) или:

)()( xKfxx  (9)
Взяв производную от (9) имеем:

)('1)(' xKfx  (10)

Из (7) для идеальной сходимости процесса )(' x =0 или:
0)('1  xKf (11)

Откуда  )(')('max
1

xfsignxf
K




Пример  4:  Графически  отделить  корни  для  функции  x3=ln(x)+1.7  и
найти итерационную формулу на одном из отрезков, которая даёт сходимость.

Решение. Выделим функции f1(x)=x3 и f2(x)= ln(x)+1.7.
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1. Графически отделяем корни 
(рис.4) – отрезки [0;0.5] [1;1.5].
2. Уравнение f(x)=0, где функция: 
f(x)=x3-ln(x)-1.7
Проверим выполнимость двух 
теорем для отрезка [1;1.5]:
а)f(1)=13-ln(1)-1.7= -0.7<0
   f(1.5)=1.53-ln(1.5)-1.7=1.27>0,
   т.е. f(1) f(1.5) <0
по условию (1) корень на отрезке 
[1;1.5]существует.
б)f1(x)=df(x)/dx=3x2-1/x;
    f1(1)=3-1=2>0
    f1(1.5)=3(1.5)2-1/1.5= 6.083>0,
    т.е. f1(1) f1(1.5) >0
по условию (2) функция 
монотонна.
в)f2(x)=d2f(x)/dx2=6x+1/x2;

Рис. 4 Графическое отделение корней в
итерационном методе

    f2(1)=6+1=7>0        f2(1.5)=6(1.5)+1/1.52=9.444>0;
т.е. f2(1) f2(1.5) >0, по условию (3) точек перегиба нет.

Вывод: На отрезке [1;1.5] существует единственный корень уравнения 
x3=ln(x)+1.7.
3. Выведем итерационные формулы и проверим их на сходимость. Из 
исходной функции f(x) = x3-ln(x)-1.7 = 0 получим различные итерационные 
формулы:

а) Первая итерационная формула  ;)( 2

7.1)ln(
1 x

xx 

Производная от неё:

344

21
4.2ln214.3ln2)7.1(ln2

1 )('
x

xx
x

xxxx
x

xxxxx 


Проверка сходимости по (8): 1951,0|)('|;14,2)1(' 21  x

Формула не дает сходимости итерационного процесса (7).

б) Вторая итерационная формула 3
2 7.1)ln()(  xx

Производная от неё:

3 2

3
2

)7.1)(ln(

1
3
11

3
1

2 )7.1)(ln()('





xxxxx

Проверка сходимости по (8):
   1234,0)1('2            1135.0)5.1('2 

Итерационный процесс – сходится по условию (8).
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Ответ. Итерационная формула 3
2 7.1)ln()(  xx  даёт 

сходимость итерационного процесса на отрезке [1;1.5].
Чем дальше модуль производной φ'(x) от 1 и чем ближе к 0, тем лучше

сходимость итерационного процесса, т.е. тем меньше шагов потребуется для
вычисления корня.

Считается, что если: |φ'(x)|<0.3-очень хорошая сходимость; |φ'(x)|<0.5 -
хорошая сходимость; |φ'(x)|<0.7 – удовлетворительная сходимость; |φ'(x)|<0,9-
плохая сходимость.

Пример 5: Для функции x3-ln(х)-1,7=0 (пример 4) на отрезке [1;1.5] 
найти выражение для универсальной итерационной формулы.

Решение. Универсальная формула: x=x+K(x3-ln(x)-1.7)
f1(1)=2; f1(1.5)=6.083; max|f1(x)|=6.083 на отрезке [1;1.5]
Знак первой производной sign(f1(x))=+1 на отрезке [1;1.5].

Таким образом: 6
1K

Ответ: Универсальная формула );7.1)ln(( 3
6
1  xxxx

В  зависимости  от  вида  функции  φ(x)  получают  различные
итерационные  процессы:  сходящиеся  или  расходящиеся.  Графическая
интерпретация  метода  простых  итераций  заключается  в  построении
биссектрисы у1=х и у2=φ(x) (Рис. 5, 6, 7, 8):

Рис.  5.  I-корректный  случай-
монотонно-сходящийся  итерационный
процесс.

Рис.  6.  II-корректный  случай  –
колебательный  сходящийся
итерационный процесс.
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Рис. 7  III- некорректный случай 
(уходим от корня хист) |φ'(x)|>1 т.е. 
наклон больше чем у биссектрисы

Рис. 8  IV - Некорректный случай 
(уходим от корня хист ) |φ'(x)|>1  т.е. 
отрицательный наклон больше

Итерационный  процесс  выполняется  по  формуле  (9).  За  начальное
приближение  х0 принимают  любую  точку  отрезка  отделения  корня   [a;b].
Обычно  выбирают  или  середину  отрезка  х0=(a+b)/2,   либо  тот  конец,  на
котором сходимость выше:












;)(')(',

;)(')(',
0

abеслиb

baеслиa
x




(12)

Итерационные расчеты заканчиваются когда будут выполнены оба 
условия окончания расчёта (5) и (6).

Достоинство метода простых итераций: простота итерационной 
формулы.

Недостаток метода простых итераций: для сложных функций сложно 
добиться сходимости итерационного процесса. 

1.5. Метод касательных (Ньютона)

Сущность  метода  состоит  в  том,  что  на  отрезке  [a;b]  исходное
уравнение f(x) заменяется касательной к этой функции, проведенной на одном
из концов отрезка. За приближение к корню принимается точка пересечения
касательной с осью х (рис. 9, 10.):
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Рис. 9  Метод касательных для 
монотонно убывающей функции

Рис. 10 Метод касательных для 
монотонно возрастающей функции

Известно, что тангенс угла наклона касательной к оси абсцисс в точке
xi равен производной в этой точке : )(' ii xftg  .

Тангенс  угла  в  треугольнике  есть  отношение  противолежащего  катета  к

прилежащему катету, т.е. из графика имеем:  
ii

i

xx

xf
itg








1

)(
 . Приравнивая,

получим: )('
1

)(
ixx

xf xf
ii

i  
.

Откуда, выражая xi+1, получим итерационную формулу метода 
касательных:

;)('
)(

1 i

i

xf
xf

ii xx  (13)

Важно  правильно  выбрать  начальное  приближение,  которое
определяется  из  условий  сходимости  итерационной  формулы  (13).  Чтобы
формула давала сходящийся процесс необходимо, чтобы:

0
)(

)( 2

2


dx

xfd
xf  (14)

Отсюда начальное приближение х0 находят по формуле:










0)('')(,

0)('')(,
0 bfbfеслиb

afafеслиa
x (15)

Условие (15) выполняется либо в точке а, либо в точке b.
Условия окончания расчёта (5) и (6).
Достоинство метода касательных: хорошая сходимость итерационного 

процесса к корню.
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Недостаток: этот метод нельзя использовать в том случае, если на 
границах отрезка производные к функции f(x) асимптотически приближаются
к прямым параллельным осям координат, т.е.  производные близки к 
бесконечности или 0.

1.6. Метод хорд

Сущность  метода  заключается  в  том,  что  на  отрезке  [a,b]  заданная
функция  f(x)  заменяется  хордой,  которая  стягивает  значения  функции  на
концах отрезка существования корня (рис.11, 12).

Рис.  11 Метод хорд для монотонно
убывающей функции

Рис.  12  Метод  хорд  для  монотонно
возрастающей функции

Точку  пересечения  хорды  и  оси  абсцисс  принимаем  за  следующее
приближение к корню. Один конец отрезка неподвижен, второй участвует в
сходящемся итерационном процессе. Обозначим неподвижную точку «с». Из
геометрии известно,  что  уравнение  прямой,  проходящей через  две  точки  с
координатами (x1;y1) и (x2;y2) имеет вид:

12

1

12

1

xx
xx

yy
yy







  (16)

Рассмотрим хорду, проходящую через точки с координатами [xi;f(xi)] и  
[c;f(c)]. Тогда из (16) имеем:

i

i

i

i

xc
xx

xfcf
xfy







 )()(
)(

(17)

В точке пересечения линии с осью абсцисс y=0, тогда из (17) имеем: 

i

i

i

i

xc
xx

xfcf
xf







  1

)()(
)(

(18)

Выражая из (18) xi+1 имеем уравнение метода хорд:

)()(
)()(

1 i

ii

xfcf
xcxf

ii xx 



  (19)
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За  начальное  приближение  (подвижную  точку)  для  метода  хорд
принимаем такую точку х0, для которой:










0)('')(,

0)('')(,
0 bfbfеслиb

afafеслиa
x (20)

Условия окончания расчёта (5) и (6).
Достоинства: высокая скорость сходимости к корню.
Недостатки: четкое выполнение правил единственного корня (1) - (3).

1.7. Метод половинного деления

Сущность  метода  состоит  в  том,  что  на  отрезке  [a,b]  за  следующее
приближение к корню принимается середина выделенного отрезка c=(a+b)/2.

Если  середина  не  является  корнем,  то  она  принимается  за  точку,
которая делит отрезок на 2 равные части - корень лежит на одной из этих
частей и середина становится одной из границ нового выделенного отрезка.

Рис. 13 Метод половинного деления
для монотонно убывающей функции

Рис.  14  Метод  половинного  деления
для немонотонной функции, имеющей
точки перегиба

На  0-м  шаге  деление  пополам  исходного  отрезка  [a0;b0]  (рис.  13)
приводит к появлению двух половинок – отрезков [a0;(a0+b0)/2] и [(a0+b0)/2;b0].
Корень есть на том из отрезков, на котором функция на концах отрезка  имеет
разные знаки. Для рис. 13. имеем f(a0)>0 и f(c0=(a0+b0)/2)<0 – разные знаки; и
f(c0=(a0+b0)/2)<0 и f(b0)<0 – одинаковые знаки. Вывод – корень есть на отрезке
[a0;(a0+b0)/2].

На  следующем  1-м  шаге  (рис.  13)  рассматривается  отрезок
[a1=a0;b1=(a0+b0)/2], на котором есть корень. Отрезок [a1;b1] делится пополам –
имеем отрезки [a1;(a1+b1)/2] и [(a1+b1)/2;b1]. Корень есть на том из отрезков, на
котором функция на концах отрезка  имеет разные знаки. Для рис. 13. имеем
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f(a1)>0 и  f(c1=(a1+b1)/2)>0 – одинаковые знаки; и  f(c1=(a1+b1)/2)>0 и  f(b1)<0 –
разные знаки. Вывод – корень есть на отрезке [(a1+b1)/2;b1]. 

На  следующем  2-м  шаге  (рис.  13)  рассматривается  отрезок
[a2=(a1+b1)/2;b2=b1], на котором есть корень. И так далее, до тех пор пока:

x
ii ba




2
 и y

ii ba
f 


)

2
(

За решение принимается величина: 
22

iiii baba
x







Итак, сделаем два вывода к методу половинного деления:
 корня на отрезке нет, если функции на концах отрезка одного знака.
 если корня на отрезке нет, то один из его краев становится подвижным.

Исходя из этого, имеем формулы для метода половинного деления:





















0)()(;

0)()(;
2

2

2
1

ii

ii

ba
ii

ba
i

ii

i

fafеслиa

fafесли
ba

a    





















0)()(;

0)()(;
2

2

2
1

ii

ii

ba
ii

ba
i

ii

i

fbfеслиb

fbfесли
ba

b

(21)
Для этого метода начальное приближение задавать не надо.
Достоинства: единственный метод, который не требует выполнения  I-

ой  теоремы (функция может  быть  немонотонной на  [a;b]  (рис.14)  и  иметь
точки перегиба).

Недостатки:  достаточно  низкая  скорость  сходимости,  зная  ширину
отрезка можно предсказать  количество шагов,  которое надо выполнить для
вычисления корня с заданной точностью (оно кратно 2(b-a)).

1.8. МОДИФИКАЦИИ МЕТОДОВ

Основное  применение  находят  методы  хорд,  касательных,  простых
итераций, половинного деления или их модификации, которые вводятся для
тех  случаев,  когда  точность  высока,  а  выражение  для  исходной  функции
достаточно  сложно.  Наибольшее  распространение  метода  касательных
получили  следующие  методы:  модификация  Ньютона  –  Эйлера,  метод
секущих, комбинированный метод хорд и касательных, метод Векстейна.
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1.8.1. Модификация Ньютона-Эйлера

Модификация Ньютона-Эйлера – модификация метода касательных и
используется,  когда  выражение  для  производной  df(x)/dx в  несколько  раз
сложнее выражения исходной функции f(x).

Рис. 15  Модификация Ньютона-
Эйлера для убывающей функции

Рис. 16 Модификация Ньютона-
Эйлера для возрастающей функции

В  этом  модифицированном  методе  производятся  вычисления
производной только один раз в начальной точке df(x0)/dx. Графически (рис.15,
16) это обозначает, что проводится лишь одна касательная на 0-й итерации, а
остальные  линии  итераций  графически  проводятся  параллельно  этой
касательной.

Итерационная формула метода Ньютона-Эйлера примет вид: 

)('
)(

1 0xf
xf

ii
ixx  (22)

Метод  обладает  основными  достоинствами  метода  касательных,  но
сходимость к корню ниже, т.к. неточно вычисляем производную.

1.8.2. Метод секущих

Метод секущих используется когда, когда выражение для производной
df(x)/dx в методе касательных очень сложное. Это выражение заменяется по
определению производной своим приближением:

1

1)()()('







ii

ii

xx
xfxfxf (23)

Тогда имеем формулу метода касательных для метода секущих в виде:

)()(
))((

1 1

1









 
ii

iii

xfxf
xxxf

ii xx (24)

Уравнение метода секущих похоже на уравнение метода хорд, но здесь 
оба конца подвижны.
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Для  метода  секущих  нужно  задать  две  начальные  точки:  х0 и  x1.
Начальная  точка х0 выбирается  по правилам метода  касательных  (15).  Для
нахождения другой  начальной  точки  вводят  точку с  индексом  x-1 -  другой
конец  отрезка  [a;b].  Тогда,  вторую  начальную  точку  x1 находят, как  точку
пересечения стягивающей хорды f(x0)-f(x-1) с осью абсцисс (рис. 18, 19).

Рис. 17  Метод секущих для 
монотонно возрастающей функции

Рис. 18  Метод секущих для 
монотонно убывающей функции

Имея две начальные точки x0 и x1, проводят секущую f(x0)-f(x1), находя
точку пересечения с осью абсцисс  x2. Затем проводят следующую секущую
f(x1)-f(x2),  находя  точку  пересечения  с  осью  абсцисс  x3.  Затем  проводят
следующую секущую f(x2)-f(x3), находя точку пересечения с осью абсцисс x4.
Процесс  проведения  секущих  продолжают  до  достижения  требуемой
точности по  уравнения (2) и (3) (рис. 17, 18).

В отличие от метода хорд и касательных, когда приближение ведется с
одной  стороны,  итерационный  процесс  ведется  с  двух  сторон,  и  он
колебательный, поэтому приближения к корню по скорости снижается.

1.8.3. Комбинированный метод хорд и касательных

По этому методу приближение к корню ведется с двух сторон отрезка.
По уравнению (15) выбирается начальная точки для метода касательных, а по
уравнению (20) – для метода хорд. С одного конца отрезка следуют по методу
касательных  (15),  с  другого  -  по  методу  хорд  (19).  Это  позволяет  сузить
отрезок и увеличить скорость сходимости (рис. 19, 20).

Формулы  комбинированного метода  хорд и  касательных  для  случая,
когда левая граница изменяется по методу касательных, а правая по методу
хорд (рис. 19) имеют вид:
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Рис. 19 Комбинированный метод 
хорд и касательных для монотонно
убывающей функции

Рис. 20 Комбинированный метод хорд и 
касательных для монотонно 
возрастающей функции

Формулы  комбинированного метода  хорд и  касательных  для  случая,
когда  левая  граница  изменяется  по  методу  хорд,  а  правая  по  методу
касательных (рис. 20) имеют вид:
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И так далее, до тех пор пока:
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За решение принимается величина: 
22

iiii baba
x







20



Сходимость метода выше, чем у метода хорд и касательных взятых по
отдельности.

1.8.4. Метод Векстейна

Метод Векстейна - комбинированный метод хорд и итераций, причем
хорда используется для замены φ(x), а не исходной функции f(x).

Графическая интерпретация метода представлена на рис. 21.

Рис. 21  Метод Векстейна

Имея начальное приближение точку x0  Итерация х0
 х1

 хорда 

Итерация  х2
  х3

 хорда
Точка пересечения хорды  с биссектрисой  у1=к даёт следующее 

приближение к корню xi+1 т.е. заменяем х и у в уравнении прямой 
(биссектриса 11   ii xиxxy )

Выведем уравнение метода хорд. Уравнение прямой (16), проходящей
через две точки xi-1 и xi (где i=1,2…n (рис. 21.)) имеет вид:
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Искомая точка xi+1 лежит на биссектрисе y=x. Полагая y=x=xi+1 имеем:
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Выразим из (28) xi+1, получим формулу метода Векстейна (где xi=φ(xi-1)):
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Часто за начальное приближение в методе Векстейна x0=(a+b)/2.
Итерации  продолжают  до  достижения  требуемой  точности  по  

уравнения (2) и (3).
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Достоинства:  если  итерационная  формула  обладает  плохой
сходимостью или имеет немного расходящийся процесс (т.е.  1)(' x ),
то метод Векстейна даёт быстро сходящийся итерационный процесс.

Недостаток: нельзя использовать если )(' x >>1.

1.8.5. Метод золотого сечения

Метод золотого сечения - модификация метода половинного деления.
Сущность метода заключается в то, что отрезок уточнения корня [a;b] делится
не пополам, а на три равные части [ai;xi], [xi;zi] и [zi;bi]. При этом возможны
три случая расположения корня (рис. 22).

a) б) в)
Рис. 22  К методу золотого сечения

По методу золотого сечения имеем два приближения к корню:

3

2
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2
1

iiii ba
i

ba
i zx 





  (30)

Если  корень  находится  на  одном  из  трёх  выделенных  золотым
сечением  отрезке,  то  на  следующей  итерации  рассматривают  уже  этот
отрезок.

Для рис. 22а имеем: 0)()(..11   iiiiii xfafктxbaa

Для рис. 22б имеем: 0)()(..11   iiiiii zfxfктzbxa

Для рис. 22в имеем: 0)()(..11   iiiiii bfzfктbbza
Таким образом, формулы метода золотого сечения:
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И так далее, до тех пор пока:
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За решение принимается величина: 
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Графическая интерпретация метода представлена на рис. 23.
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Рис. 23 Метод золотого сечения
Достоинство: позволяет увеличить сходимость к корню по сравнению с

методом половинного деления. 
Недостаток: усложнение итерационной формулы.
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2. ОСОБЕННОСТИ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ В
MATHCAD

Численное решение нелинейного уравнения с одним неизвестным на
ЭВМ  возможно  с  использованием  различных  пакетов  и  программ.  В  этой
главе  рассмотрим  особенности  решения  нелинейного  уравнения  с  одним
неизвестным с использованием математического пакета MathCAD. MathCAD
позволяет  найти  решение  уравнений  в  символьном  или  численном  виде.
Символьное решение дает точное значение корня. Однако не все уравнения
могут  быть  решены  символьно.  Численные  методы  могут  применяться
практически для любых типов уравнений, но имеют ряд недостатков: при их
использование  трудно  определить,  откуда  начать  поиск  решения,  сколько
всего решений существует  решение получается  с определенной точностью.
Во всех встроенных функциях по умолчанию MathCAD принимает точность
равную  0,001.  Если  требуется  получить  результат  с  другой  точностью,  то
следует  задать  точность,  описав  параметр  TOL:=точность.  Например,
TOL:=0,0001.  Этапы решения нелинейного уравнения те же:   1.  Отделение
корней одним из методов; 2. Уточнение корней нелинейного уравнения.

2.1. Отделение корней нелинейных уравнений в MathCAD

При отделении корней нелинейного уравнения с одним неизвестным
используют графический, аналитический либо численный методы отделения
(рис. 24-27). Часто здесь же проверяют исходное уравнение на наличие корня
на  выделенном  отрезке,  монотонность  функции  на  выделенном  отрезке  и
отсутствие точек перегиба (теоремы I, II).

Рис. 24 Графический способ отделения корней в MathCAD
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Рис. 25 Решение параметрического нелинейного уравнения графическим
способом

Рис. 26  Аналитический способ отделения корней в MathCAD 

Рис. 27  Численное отделение корней в MathCAD
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2.2. Уточнение решения в MathCAD с помощью
встроенных функций

MathCADобладает  очень  богатыми  возможностями  для  решения
уравнений.  Если какое-либо уравнение не удается сразу решить с помощью
MathCADcad, это может объясняться тем, что:

 MathCAD не может справиться с трудностями, возникшими при решении
уравнения, содержащего необратимые функции. Точно так же это может
произойти с любым, кто попытался бы решать это уравнение "вручную";

 MathCAD не  в  состоянии  найти  область  определения  для  уравнения,
поскольку ему неизвестно, какое базовое множество вы имеете в виду. В
таком  случае  можно  воспользоваться  возможностями  MathCAD для
решения  уравнений  и  неравенств  с  тем,  чтобы  задать  область
определения.

Мы уже говорили, что множество решений уравнения вида l(х)= r(х)
совпадает с множеством нулей функции f(x)=l(x)-r(x) и наоборот.

Знак  равенства  для  уравнений  (булевское  равенство)  вводится  при
помощи комбинации [Ctrl=]  или соответствующей кнопки панели  Equation
(Вычисления).

MathCAD позволяет  решать  уравнения  как  символьно,  так  и
численно.

2.2.1. Символьное решение уравнений

Перед  тем  как  приступить  к  рассмотрению  символьного  решения
уравнений,  необходимо  научиться  различать  разные  типы  уравнений
(алгебраические  уравнения,  дробно-рациональные  уравнения,
экспоненциальные уравнения и т.д.),  поскольку от типа уравнения зависит,
какой метод следует применять для решения данного уравнения. Этот аспект
не  представляет  особого  интереса  при  решении  уравнений  с  помощью
MathCAD, поскольку само решение как таковое MathCAD берет на себя.

При  использовании  MathCAD для  решения  уравнений  типизация
важна по следующим причинам:

 Способность MathCAD решать те или иные уравнения зависит от типа
уравнений (например,  алгебраическое уравнение может быть решено
символьно,  если  его  порядок  не  превышает  4;  тригонометрическое
уравнение  MathCAD решит  скорее,  чем  уравнение  аналогичной
структуры с гиперболическими функциями и т.д.).

 Область определения уравнения зависит от типа уравнения (областью
определения для экспоненциальных уравнений является вся числовая
прямая, для логарифмических уравнений это, в общем случае, не так).

 Интерпретация  возвращаемого  MathCAD решения  или  сообщения
также  во  многом зависит  от  типа  уравнения.  Например,  сообщение
"Решение не найдено" может для уравнений одного типа означать, что
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решения не существует, а для другого — что MathCAD не в состоянии
найти это решение.

Чтобы решить уравнение символьно, необходимо выделить курсором
переменную, относительно которой должно быть решено уравнение (рис. 28).
После этого следует выбрать команду Solve (Вычислить) из подменю Variable
(Переменные)  меню  Symbolics (Символы),  в  результате  на  экране  должно
появиться  либо  решение  уравнения,  либо  сообщение  MathCAD,  которое
позволяет сделать вывод о неоднозначности решения. В некоторых случаях,
если уравнение является слишком сложным, MathCAD может не справиться с
поставленной задачей.

Второй  метод  символьного  решения  уравнений  требует

использования панели  Symbolic (Символы).  В ней вы найдете  кнопку  с
ключевым словом solve. Теперь вы можете либо сначала ввести уравнение, а
затем  ключевое  слово,  либо сначала  воспользоваться  кнопкой с  ключевым
словом  solve,  а  затем  в  первой  ячейке  ввести  уравнение.  Вторая  ячейка
должна содержать  переменную,  относительно которой решается  уравнение.
После  щелчка  на  свободном  участке  документа  на  экран  будет  выведено
решение уравнения.

Рис. 28  Символьное решение уравнений

2.2.2.  Символьное решение линейных уравнений

При решении линейных уравнений или дробных уравнений, которые
сводятся к линейным, MathCAD находит все существующие решения. Однако
при  этом  следует  правильно  интерпретировать  сообщения,  выдаваемые
MathCAD.

В  случае  нормального  решения  MathCAD  выдает  число  —  это
означает, что уравнение однозначно разрешимо.

Этапы решения: 
 Ввести  уравнение  (знак  ''="  вводится  при  помощи  комбинации

[Ctrl=]).
 Выделить курсором переменную, относительно которой должно быть

решено уравнение.
 Выбрать команду Solve (Вычислить) подменю Variable (Переменные)

меню Symbolics (Символы).
Например:  
6 х  +2 -  (3-х - 4 - (5-х - (1-х  -  1) + 4) - (2-х + 5)) = 2 ( х  -  5) +23
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-3  —  найденное  MathCAD решение,  таким  образом,  множество
решений L={-3}

Если  MathCAD выдает  сообщение  "Решение  не  найдено"  —  это
означает, что множество решений является пустым.  MathCAD выдаст такое
сообщение, даже если  уравнение имеет "формальное решение",  которое не
принадлежит области определения:

   6-х + 2 - (3-х - 4 - (5-х - (7-х - 1) + 4) -(2-х + 5)) = 3 (х - 5) +23
После  выполнения  описанных  выше  действий  для  нахождения

решения MathCAD выдает сообщение:

Проанализировав  данное  уравнение,  приходим  к  выводу,  что
выданное MathCAD сообщение означает, что решений нет L={}.

Используем команду Simplify, чтобы упростить выражение
6х+2-(Зх-4-(5х-(7х-1)+4)-(2х+5)) = 3(х-5)+23

Выделив левую часть уравнения получим
3-х + 16 = 3 (х - 5) + 23 Выделим  правую  часть  уравнения  и

используем команду Simplify (Упростить) меню Symbolics получим
3 х + 16 = 3-х + 8

Теперь мы видим, что ни одно значение х из базового множества не
удовлетворяет данному уравнению: L={}.

Если  в  качестве  решения  MathCAD выдает  имя  переменной,  это
означает,  что  множество  решений  уравнения  совпадает  с  областью
определения.  Однако такие  понятия,  как  множество  решений  уравнения  и
область определения, отсутствуют в MathCAD. 

Например,  6 х + 2 - (3-х - 4 - (5-х - (7-х - 1) + 4) - (2-х + 5)) = 3 (х - 5)
+31

х - такой результат, выданный MathCAD после выполнения действий
по  решению  уравнения,  означает,  что  любое  значение  х  из  базового
множества удовлетворяет этому уравнению, т.е. L=R.

Анализ:
6-х + 2 - (3-х - 4 - (5-х - (7-х - 1) + 4) - (2-х + 5)) = 3 ( х  - 5) +3
Преобразуем  исходное  уравнение,  используя  команду Simplify для

обеих частей уравнений по очереди 
3х + 16=3 х + 16

Соотношение, выполняющееся для всех значений х: L=R.
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2.2.3.  Символьное решение алгебраических уравнений
высших порядков

Действия,  которые  необходимо  выполнить  для  решения
алгебраического уравнения порядка больше двух, те же, что и при решении
линейных уравнений.

Часто  требуется  разложить  характеристическое  уравнение  на
множители,  при  этом  ряд  корней  будет  представлен  действительными
значениями, а другой ряд - комплексными. Подобные задачи встречаются в
теории  автоматического  управления,  логистических  исследованиях,  при
моделиронии сложных объектов.

При решении дробных уравнений, строго говоря, необходимо сначала
найти  область  определения.  При  этом  для  решения  вспомогательных
уравнений  можно  воспользоваться  возможностями  MathCAD.  В  случае
уравнений высших порядков, в том числе и с комплексными коэффициентами,
MathCAD позволяет находить символьные решения для порядков не выше 4-
го.  Однако  для  уравнений  4-го  порядка  эти  символьные  решения  очень
громоздки. С задачей нахождения корней алгебраического уравнения тесно
связана задача разложения полинома на множители в соответствии с теоремой
Виета.  Если  MathCAD может справиться с символьным решением данного
уравнения,  на  экране  появляется  сообщение,  которое  может  содержать
частные решения. Если же символьное решение получить не удается, остается
прибегнуть к численным методам.

Рассмотрим  пример  определения  условия  касания  окружности  и
прямой. Как правило, прямая либо пересекает окружность в двух точках, либо
не пересекается с ней. Для того чтобы прямая касалась окружности, должно
выполняться  соотношение,  связывающее  параметры,  которые  описывают
прямую  и  окружность.  Это условие  касания  мы попытаемся  определить  и
проверить на примере.

Представим  себе  прямую  и  окружность  в  декартовой  системе
координат (рис. 29).  Уравнения, описывающие эти геометрические фигуры,
имеют вид:        прямая : y=k·x+d;  окружность: (x-m)2+(y-n)2=r2

Рис.29  Взаимное расположение прямой и окружности – условие
касания

30



Идея,  которую  мы  хотим использовать,  чтобы  определить  условие
касания, очень проста. Мы пересекаем окружность прямой, т.е. подставляем
значение  у  для прямой в уравнение окружности. Получившееся квадратное
уравнение  позволяет  определить  абсциссы  точек  пересечения  прямой  и
окружности.  Если  мы  теперь  потребуем,  чтобы  дискриминант  этого
квадратного уравнения был равен нулю, мы получим условие касания прямой
и окружности,  поскольку в этом случае  квадратное  уравнение будет  иметь
только один корень. Условие, которое мы получили таким образом, имеет вид:

r 2 ( l+k 2 )=(km-n+d) 2

Используя это условие и зная координаты точки касания, можно легко
определить  уравнение  касательной,  проходящей  через  эту  точку.  Для
простоты рассмотрим конкретный пример. Определим точку касания прямой,
проходящей через  точку Р(1;3), и окружности радиуса  3 с центром в точке
(6;3). Прямая проходит через точку Р, т.е.  k∙1+d=3. Выразим  d=3-k.  Условия
касания  примут  вид  32(l+k2)=(k-6+d-3)2.  Подставим  выражение  для d и
получим: 32(1+k2)=(6k+3-k-3)2 или 9+9k2=(5k)2 или 16k2-9=0

Для  решения  уравнения  используем  команду  Factor из  меню
Symbolics (Символы) для разложения полинома на множители в соответствии
с теоремой Виета: 4 k 3( ) 4 k 3( ) 0

2.2.4.  Функции root и polyroot

Для  численного  решения  нелинейных  уравнений  с  одним
неизвестным,  имеющим  корень  на  заданном  отрезке,  можно  использовать
функции root и polyroot.

Функция root(f(x),x) находит корень уравнения с одним неизвестным.
Возвращает значение х, при котором функция f(x) равна нулю. Использование
функции  root  требует  предварительного  задания  начального  приближения.
Если исследуемая функция имеет много корней, то найденный корень будет
зависеть  от  начального  приближения.  Если  оно  расположено  близко  к
локальному экстремуму функции f(x), то root может не найти корня, либо он
будет  далеко  от  начального  приближения.  Если  уравнение  с  одной
неизвестной  выглядит  следующим  образом:  f(x)  -  g(x),  то  его  надо
преобразовать так, чтобы получилось равенство с нулем в правой части:

 f(x)-g(x) = 0.
На  рис.  30  дано  решение  нелинейного  уравнения  с  одним

неизвестным  графически  и  с  использованием  встроенной  функции
root(f(x),x).
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а)

б)
Рис.  30   Нахождение  корня  нелинейного  уравнения  с  одним

неизвестным графически и с использованием встроенной функции root(f(x),x)
Рассмотрим  теперь  решение  параметрического  нелинейного

уравнения с одним неизвестным, где используется встроенная функция root.
Вначале уравнение f(x) = g(x,a) представляется в таком виде:

F(x,a) = f(x) - g(x,a).
А  затем  с  помощью  встроенной  функции  root(F(x,a),x)

осуществляется  решение.  Для  получения  численных  результатов  решения
нелинейного  параметрического  уравнения  необходимо  задать  дискретные
значения параметра  а  и начальное приближенное решение. На рис. 31 дано
решение  параметрического  нелинейного  уравнения  с  использованием
встроенной функции root.

Рассмотрим  теперь  решение  параметрического  нелинейного
уравнения  с  одним неизвестным  f(x)  =  g(x,a)  графическим  способом.  Для
этого  в  одной  системе  координат  построим  графики  f(x)  и  g(x,a)  для
конкретного значения параметра  а.  В нашем примере  значения  а  приняты
равными  1  и  10.  На  рис.  32  приведено  решение  параметрического
нелинейного уравнения графическим способом.

Можно  графически  представить  целое  семейство  решений
параметрического  нелинейного  уравнения  с  одним  неизвестным  на  одном
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графике с  различными значениями параметра  а.  На рис.  33  дано решение
такого  уравнения  при  различных  значениях  параметра  а  графическим
способом  с  различными  диапазонами  измениея  независимой  переменной-
аргумента функции.

Рис. 31 Решение параметрического нелинейного уравнения с
использованием встроенной функции root

Рис. 32 Решение параметрического нелинейного уравнения 

33



Рис. 33 Решение параметрического нелинейного уравнения 

Функция polyroots(v)  находит корни полинома и возвращает вектор,
содержащий все  его корни, коэффициенты которого находятся  в векторе  v.
Предварительно  коэффициенты  полинома,  записанного  по  возрастанию
степени неизвестного, должны быть представлены в виде вектора. На рис. 34
приведен  пример  решения  квадратного  уравнения  с  помощью  встроенной
функции polyroots.

Рис. 34 Нахождение корней полинома с помощью функции polyroots(v) 
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2.2.5.  Функции определения корней нелинейных уравнений

Для определения корней нелинейных уравнений можно использовать
функции find и Minerr.

find(x,y,...)  -  возвращает  значения  х,  у,  удовлетворяющие
ограничениям:  равенствам  и  неравенствам,  которые  определены  в  блоке
решения уравнений. Число уравнений должно равняться числу неизвестных
х, у,... Когда блок решения уравнений ищет одну неизвестную, функция Find
возвращает  скаляр.  В  остальных  случаях  она  возвращает  вектор,  первым
элементом которого является  искомое  значение х,  вторым -  у  и  т.д.  Перед
использованием этой функции необходимо задать начальное приближение для
каждой неизвестной. Если система имеет несколько решений, то найденное
решение определяется заданным начальным приближением.

Рассмотрим  теперь  решение  нелинейного  уравнения  с  помощью
блока встроенных функций  Given -  Find. Перед использованием этого блока
необходимо сперва задать начальные приближения решения, пусть и далекое
от оптимального.  Затем с  помощью функции  Given надо ввести  решаемое
нелинейное  уравнение  и  на  заключительном  этапе  использовать  функцию
Find для его решения.

Например:

Minerr(x,y,...)  -  возвращает  значения  х  и  у,  наиболее  близкие  к
решению системы  уравнений,  х,  у,   есть  скалярные  переменные,  значения
которых  ищутся  в  системе  уравнений.  Если  ищется  одна  неизвестная,  то
функция  Minerr возвращает  скаляр.  В  остальных  случаях  она  возвращает
вектор, первым элементом которого является искомое значение неизвестной х,
вторым -  у  и  т.д.  Перед  использованием  этой  функции  необходимо  задать
начальное  приближение  для  каждой неизвестной  и  ключевое  слово  Given.
Если система имеет несколько решений, то найденное решение определяется
заданным начальным приближением.

Например:
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2.3. Уточнение решения в MathCAD по итерационным формулам

 
Рис. 35 Метод простых итераций в MathCAD

Рис. 36  Метод касательных в MathCAD
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Рис. 37  Метод хорд в MathCAD

Рис. 38  Метод половинного деления в MathCAD
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Рис. 39  Метод Ньютона-Эйлера в MathCAD

Рис. 40  Метод секущих в MathCAD

Рис. 41 Комбинированный метод хорд и касательных в MathCAD
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Рис.42  Метод Векстейна в MathCAD

Рис. 43  Метод золотого сечения в MathCAD
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2.4. Уточнение решения в MathCAD с использованием режима
программирования

Метод простых итераций

Рис. 44 Метод простых итераций в MathCAD с программированием

Рис. 45 Метод хорд, касательных в MathCAD с программированием
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3. ОСОБЕННОСТИ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ В
СРЕДЕ EXCEL

Этапы решения нелинейного уравнения с использованием табличного
процессора Excel те же: 1. Отделение корней одним из методов; 2. Уточнение
корней нелинейного уравнения одним из методов.

Выборочно  проиллюстрируем  особенности  решения  несколькими
методами в среде Excel на примере решения нелинейного уравнения с одним
неизвестным 02.0  xe x .

Для метода хорд (рис. 46):
1. Численно отделяем корни по перемене знака функции и выделяем отрезок

уточнения корня [0,6;0,7](выделено контрастным цветом). 
2. Проверяем функцию на монотонность, т.е. проверяем постоянство знака

первой  производной  (вычисление  производной  заменено  разностным
уравнением [f(xi+1)-f(xi)]/[xi+1-xi]). На отрезке [0,6;0,7] знак постоянный (-
1,5771;-1,5222).

3. Проверяем  функцию  на  отсутствие  точек  перегиба,  т.е.  проверяем
постоянство знака второй производной (вычисление второй производной
заменено  разностным  уравнением  [f  '(xi+1)-f  '(xi)]/[xi+1-xi]).  Знак  второй
производной постоянный (0,6070;0,5492). 

4. Проверяем условие подвижности конца отрезка существования корня для
метода хорд (15):  подвижным будет  конец,  где  знак функции и второй
производной разные (на рис. 46  Выделен подвижный конец х=0,7   ).

5. Принимаем  начальное  приближение  для  итерационного  процесса  в
соответствии с условием (20) х=0,7.

Рис. 46  Метод хорд в Excel 
Последующий  итерационный  процесс  выполняется  по  формуле  (19)

метода  хорд  (рис.  46).  Выводим  столько  итераций  и  значений  функций,
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сколько необходимо для достижения требуемой точности (принятая точность
=0.0001) в соответствии с условиями (5), (6).

Рассмотрим  другой  метод  решения  нелинейного уравнения  с  одним
неизвестным  02.0  xe x  в  среде  Excel –  метод  простых  итераций
(рис.  40.).  Здесь  добавляется  условие  проверки  итерационной  формулы  на
сходимость по формулам (7) и (8). На выделенном отрезке уточнения корня
итерационный процесс сходится (рис. 47).

Рис. 47 Метод простых итераций в Excel
Далее проводится итерационный процесс по методу простых итераций

(4), который прекращается при достижении заданной точности 0.0001.
Рассмотрим  другой  метод  решения  нелинейного уравнения  с  одним

неизвестным 02.0  xe x  в среде Excel – метод секущих (рис. 48). 

Рис. 48  Метод секущих в Excel
В этом примере помимо проверки истинности теорем  I и  II делается

вывод о том,  какой конец отрезка будет  взят за начальное приближение  x0
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аналогично методу касательных условие (15). Кроме того, в методе секущих в
итерационном процессе  поиска  корня  изменяются  оба  конца  отрезка  и  на
начальном этапе необходимо знать  две  начальные  точки  x0 и  x1 уточнения
корня, за которые принимаются концы отрезка.

Итерационный процесс осуществляется по формуле (24).
Метод секущих характеризуется более быстрой сходимостью к корню,

чем некомбинированные методы (рис. 48).
Рассмотрим метод половинного деления  в  среде  Excel для решения

нелинейного уравнения с  одним неизвестным  02.0  xe x  (рис.  49).
Напомним,  что  для  единственного  метода  половинного  деления
необязательно выполнение теорем I и II. 

Рис. 49 Метод половинного деления в Excel
Отделив корень уравнения численным и графическим методами (рис.

49) приступаем к формуле метода (21), используя логическую функцию Excel
«ЕСЛИ». Окончание итерационного процесса по той же формуле (20).
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4. ПРИМЕР РЕШЕНИЯ КОНТРОЛЬНОГО ЗАДАНИЯ

Решить  нелинейное  уравнение  f(x)=0 с  погрешностью  x=y=0.0001.
Выполнить  вычисления  с  использованием  формул  методов  и  встроенных
функций. Ответ записать в виде: x=число абсолютная погрешность.
№ f(х)=0 Метод отделения

корня
Методы уточнения корня

41 02.0  xe x графический Итераций, касательных,
Ньютона-Эйлера, секущих

Решение
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5. КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

Решить  нелинейное  уравнение  f(x)=0 с  погрешностью  x=y=0.0001.
Выполнить  вычисления  с  использованием  формул  методов  и  встроенных
функций. Ответ записать в виде: x=число абсолютная погрешность.

Таблица 2. Варианты индивидуальных заданий
№ f(х)=0 Метод

отделения
корня

Методы уточнения корня

1 ln ,x x 0 55 0 графический Итераций, касательных,
Ньютона-Эйлера, секущих

2 e xx   3 0 3 0, аналитический Итераций, хорд, комб. хорд и
касательных, Векстейна

3 0/1ln5,1  xx численный Итераций, пол. деления,
секущих, Векстейна

4 e xx   3 0 1 0, графический Итераций, касательных, золотого
сечения, Векстейна

5 sin ,x x  3 1 3 0 аналитический Итераций, хорд,
Ньютона-Эйлера, секущих

6 cos ,x x  3 0 28 0 численный Итераций, хорд, комб. хорд и
касательных, Векстейна

7 e x xx    2 3 5 0, графический Итераций, касательных,
Ньютона-Эйлера, секущих

8 e xx   ( )2 02 аналитический Итераций, хорд, золотого
сечения, Векстейна

9 e xx   2 15 0, численный Итераций, пол. деления,
Ньютона-Эйлера, Векстейна

10 e xx   2 2 5 0, графический Итераций, касательных,
Ньютона-Эйлера, секущих

11 e xx   3 2 0 аналитический Итераций, хорд, комб. хорд и
касательных, Векстейна

12 e x xx    3 2 31 0, численный Итераций, пол. деления,
Ньютона-Эйлера, секущих

13 e x xx    2 2 1 0, графический Итераций, касательных, золотого
сечения, Векстейна

14 e xx   3 0 5 0, аналитический Итераций, хорд, Ньютона-
Эйлера, Векстейна

15 cos ,x x  3 0 6 0 численный Итераций пол. деления,
Ньютона-Эйлера, секущих

16 e xx   3 1 02( ) графический Итераций, касательных, золотого
сечения, Векстейна

17 0/1lg2,1 2  xx аналитический Итераций, хорд, Ньютона-
Эйлера, Векстейна

18 2 02e xx   численный Итераций, пол. деления, комб.
хорд и касат., Векстейна
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19 e xx  2 2 0 графический Итераций, касательных,
Ньютона-Эйлера, секущих

20 cos ,x x  3 0 2 0 аналитический Итераций, хорд, Ньютона-
Эйлера, Векстейна

21 ln ,x x 0 517 0 численный Итераций, пол. деления,
Векстейна, секущих

22 lg , ,x x  0 26 0 51 0 графический Итераций, хорд, золотого
сечения, Ньютона-Эйлера

23 sin ,x x  3 0 3 0 аналитический Итераций, касательных,
Ньютона-Эйлера, секущих

24 1 6 0 6 0, ln ,x x  численный Итераций, пол. деления,
Векстейна, секущих

25 e x xx    3 2 3 5 0, графический Итераций, касательных, золотого
сечения, секущих

26 e xx   3 0 13 0, аналитический Итераций, хорд, золотого
сечения, Векстейна

27 x x 3 1 04 02cos ( , ) численный Итераций, пол. деления,
Векстейна, секущих

28 e xx   2 0 5 0, графический Итераций, хорд, комб. хорд и
касательных, Векстейна

29 cos ,x x  0 2 0 аналитический Итераций, касательных, золотого
сечения, Векстейна

30 e xx   3 5 0 13 0, , численный Итераций, хорд, золотого
сечения, Векстейна

31 04,0sin  xx графический Итераций, хорд, Ньютона-
Эйлера, Векстейна

32 022/ln  xx аналитический Итераций, касательных,
Ньютона-Эйлера, секущих

33 013)(2  xxarctg численный Итераций пол. деления,
Ньютона-Эйлера, секущих

34 05.02)arcsin(  xx графический Итераций, пол. деления, комб.
хорд и касат., Векстейна

35 001.032  xe x аналитический Итераций, касательных, золотого
сечения, Векстейна

36 0423  xxxex численный Итераций, хорд, золотого
сечения, Векстейна

37 02.05,0ln  xx графический Итераций, касательных, золотого
сечения, Векстейна

38 024)2/(3  xxarctg аналитический Итераций, хорд, Ньютона-
Эйлера, Векстейна

39 01.02/)arcsin(  xx численный Итераций, пол. деления,
Векстейна, секущих

40 0444  xe x графический Итераций, касательных, золотого
сечения, Векстейна
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6. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Приближенное  решение  нелинейных  уравнений  с  одним  неизвестным.
Постановка задачи. Этапы решения. Способы отделения корней.
2. Условия  применимости  (сходимости)  методов  решение  нелинейных
уравнений с одним неизвестным.
3. Уточнение корней нелинейных уравнений с одним неизвестным методом
половинного  деления.  Расчетные  формулы,  алгоритм,  графическая
интерпретация.
4. Уточнение корней нелинейных уравнений с одним неизвестным методом
итераций. Расчетные формулы, алгоритм, графическая интерпретация.
5. Уточнение  корней  нелинейных  уравнений  с  одним  неизвестным
универсальным методом итераций. Расчетные формулы, алгоритм.
6. Вывод уравнения метода касательных для решения нелинейных уравнений
с одним неизвестным.
7. Алгоритм решения нелинейных уравнений с одним неизвестным методом
касательных.
8. Достоинства и недостатки метода касательных для решения нелинейных
уравнений с одним неизвестным.
9. Модификации метода касательных для решения нелинейных уравнений с
одним неизвестным.
10. Сущность  и  графическая  интерпретация  метода  хорд  для  решения
нелинейных уравнений с одним неизвестным.
11. Вывод  уравнения  метода  хорд  для  решения  нелинейных  уравнений  с
одним неизвестным.
12. Алгоритм решения нелинейных уравнений с одним неизвестным методом
хорд.
13. Достоинства  и  недостатки  метода  хорд  для  решения  нелинейных
уравнений с одним неизвестным.
14. Сущность и графическая интерпретация комбинированного метода хорд и
касательных  для решения нелинейных уравнений с одним неизвестным.
15. Алгоритм  решения  нелинейных  уравнений  с  одним  неизвестным
комбинированным методом хорд и касательных.
16. Достоинства  и  недостатки  комбинированного  метода  для  решения
нелинейных уравнений с одним неизвестным.
17. Сущность  и графическая  интерпретация метода  Векстейна для решения
нелинейных уравнений с одним неизвестным.
18. Вывод уравнения метода Векстейна для решения нелинейных уравнений с
одним неизвестным.
19. Алгоритм решения нелинейных уравнений с одним неизвестным методом
Векстейна. Достоинства и недостатки метода.
20. Алгоритм  решения  нелинейных  уравнений  методом  золотого  сечения.
Достоинства и недостатки метода.
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7. УКАЗАТЕЛЬ ОСНОВНЫХ ТЕРМИНОВ

Определение
А Аналитическое отделение корней 6

В Векстейна (метод) 18

Г Графическое отделение корней 5

З Золотого сечения (метод) 19

И Итерация (метод) 8

К Корень 6

Колебательный процесс 10

Касательная (метод) 8

Комбинированный хорд и касательных (метод) 17

М Монотонный процесс 10

Н Независимая переменная 6

Ньютона-Эйлера (метод) 15

О Отделение корней 5

Область допустимых значений 14

Область определения функции 20

П Половинного деления (метод) 14

Р Расходящийся процесс 11

С Секущая (метод) 17

Сходящийся процесс 5

Сходимость итерационного процесса 9

Т Теоремы 6

Точность определения корня 6

У Уточнение корней 5

Универсальная формула 10

Условие сходимости 9

Ч Численное отделение корней 6

Х Хорда (метод) 13
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