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1. Постановка задачи

Промежуточное звено компьютерной сети Supernet обслуживает запросы от 5 абонентов по двум телефонным каналам. Компьютер каждого абонента выходит на связь по любому свободному каналу. Если же оба канала заняты, абонент получает отказ. Администрация решила провести статистическое исследование для того, чтобы оценить целесообразность реконструкции сети (таблица 1). Специальная программа фиксировала продолжительность работы каждого компьютера (таблица 3) и число обращений в сутки (таблица 2).

Необходимо оценить вероятность отказа при подключении к сети после реконструкции двумя способами:

1) Аналитически, при этом считать интенсивность работы каждого терминала одинаковой (усреднённой), 

2) Методом Монте-Карло, при этом использовать не усреднённые оценки интенсивностей. По результатам работы программы построить доверительный интервал для вероятности отказа при уровне значимости 0,05.

Контрольная работа должна содержать:

– постановку задачи (вместе с данными из таблиц 2 и 3)

– полное решение аналитическим способом (граф системы, формулы, вычисленные значения и комментарии вычислений)

– программу на языке С или Pascal, моделирующую работу системы методом Монте – Карло любым из двух способов, описанных в п.2.2 (эта же программа может вычислять интенсивности по таблицам 2 и 3); наличие комментариев в программе обязательно; 

– результаты работы программы

– построение доверительного интервала по результатам работы программы.
Таблица 1. Реконструкция сети

	вариант
	Планируемые изменения

	1
	Добавить ещё один канал


Таблица 2. Количество подключений в сутки

	Вариант 1
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1 компьютер
	4
	7
	4
	5
	8
	3
	5
	6
	6
	4
	3
	6

	2 компьютер
	7
	9
	9
	7
	11
	13
	4
	10
	3
	9
	6
	10

	3 компьютер
	10
	10
	15
	9
	7
	9
	19
	12
	10
	7
	10
	10

	4 компьютер
	8
	7
	9
	13
	6
	14
	7
	11
	9
	8
	9
	14

	5 компьютер
	6
	7
	11
	8
	9
	3
	9
	10
	5
	7
	8
	6


Таблица 3. Время работы (в часах)

	Вариант 1

	1 компьютер
	0,50
	0,56
	0,51
	0,40
	1,41
	0,23
	0,48
	0,28
	0,23
	1,48

	2 компьютер
	0,45
	0,05
	1,26
	1,08
	1,07
	1,29
	1,23
	0,77
	1,13
	3,30

	3 компьютер
	0,25
	1,42
	3,21
	0,78
	0,26
	1,12
	2,21
	0,02
	0,06
	1,36

	4 компьютер
	0,64
	0,43
	0,40
	0,59
	1,65
	2,20
	0,34
	2,34
	1,22
	0,36

	5 компьютер
	1,49
	3,85
	0,70
	0,14
	0,79
	0,38
	0,35
	3,24
	0,38
	0,17



[image: image1]
Система с отказами

При подключении клиента интенсивность подключений падает, интенсивность обслуживания вырастает.

Уравнения Колмогорова

Производная состояния равна сумме приходящих и вычитание уходящих

P`0=m*p1-5*l*p0

P`1=2*m*p2+5*l*p0-(m-4*l)*p1

P`2=4*l*p1-2*m*p2

Так как предельные вероятности постоянны то производные обнуляются и все это приводиться к стандартным формулам для систем с отказами, а именно

P1=5*l/m*p0

P2=4*l/(2*m)*p1

P0=(1+5*1/m+5*1/m*4*l/(2*m))^-1

Вероятности вычисляются просто Pn=k*Pn-1, где k=интенсивность/обслуживание со стороны Pn-1

P0 есть обратная от суммы 1+коэффициенты от P0

Для системы с отказами вероятность отказа равна вероятности работы последнего узла, т.е. для системы с 2 модемами это P2.

2. Решение аналитическим способом.

Это случай системы массового обслуживания с отказами и ограниченным числом требований в системе. “Приборами” в данном случае являются каналы, по которым происходит подключение к сети. Введём следующие состояния системы: 0 – все каналы свободны, 1 – один канал занят (другой при этом свободен), 2 – заняты оба канала. Граф системы для случая двух каналов изображён на рисунке 1:


[image: image2]
Рисунок 1. Система из 5-х клиентов и 2-х каналов.

где  – средняя интенсивность подключения для одного компьютера,  – средняя интенсивность освобождения для одного канала.

Найдём  и  по статистическим данным. У нас имеется два потока событий: с одной стороны, поток заявок на подключение к сети от компьютеров, с другой стороны – поток “освобождения каналов”. Число наступления события за время t – случайная величина, подчиняющаяся распределению Пуассона с параметром   t =   за единицу времени. Методом максимального правдоподобия была получена оценка для параметра этого распределения: [image: image3.png]


. 

Обозначим данные Таблицы 2 через
[image: image4.wmf]ij

l

, (i – номер строки, j – номер столбца). Найдем оценки интенсивности “подключения к каналам” для каждого компьютера по формуле: 
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Эти данные будем использовать при решении методом Монте-Карло. Для аналитического решения усредним эти значения: 
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Мы знаем, что время между наступлениями соседних событий в простейшем потоке – экспоненциально-распределённая случайная величина, и оценкой параметра такого распределения будет: 
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. Обозначим данные Таблицы 3 через 
[image: image13.wmf]ij

m

, (i – номер строки, j – номер столбца). Найдём “интенсивности освобождения” для каждого канала по формуле:
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Для аналитического решения усредним эти значения:
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Однако данные в Таблице 2 и Таблице 3 даны в разных единицах измерения: в сутках и часах соответственно. Пусть нашей единицей измерения будут сутки, тогда надо перевести полученные интенсивности освобождения каналов:
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Чтобы найти вероятность отказа при подключении компьютера к сети в системе из пяти компьютеров и двух каналов (система_1), рассмотрим систему, состоящую из трех компьютеров и двух каналов (система_2). Если система_2 находится в состоянии 2 (оба канала заняты), то попытка подключиться к сети ещё с одного компьютера обречена на неудачу. Следовательно, вероятность нахождения системы_2 в состоянии 2 и будет искомой вероятностью отказа для системы_1. Т. о. нам надо найти вероятность нахождения в состоянии 2 для системы_2, граф которой изображён на Рисунке 2:

[image: image27]
Рисунок 2. Система из 3-х клиентов и 2-х каналов. Нет, не такая система
Так как у такой системы конечное число состояний, предельные вероятности всегда существуют и могут быть найдены по формулам:
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Подставим наши данные:
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вероятность отказа при двух каналах равна 0,3.


[image: image30]
Рисунок 3. Система из 4-х клиентов и 3-х каналов. Нет, не такая система
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вероятность отказа при трех каналах равна 0,09.

Вероятность отказа снизилась на 21% или больше чем в три раза.
3. Решение методом Монте-Карло

Первый способ

Моделируем непрерывный Марковский процесс дискретной Марковской цепью.

1. Выбираем интервал наблюдения T, например T=10 (cуток) 
(единицы измерения интервала должны совпадать с единицами измерения интенсивностей). 

2. Выбираем шаг дискретизации  t. Учитывая, что единицы измерения у нас довольно крупные – сутки – шаг возьмём маленький, например,  t = 0,001 (суток).

3. Считаем, что переход системы из одного состояния в другое происходит в моменты времени, кратные  t:  t, 2  t, 3  t, 4  t,...T с вероятностями:

[image: image33.png]= At- 4
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.

4. Для наблюдения за процессом удобно результаты моделирования представить в виде таблицы, каждый столбец которой отражает состояние системы в соответствующий момент времени:

	время
	0
	 t
	2  t
	3  t
	4  t
	..................
	T

	1 компьютер
	 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2 компьютер
	 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3 компьютер
	 0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4 компьютер
	0
	
	
	
	
	
	

	5 компьютер
	0
	
	
	
	
	
	


5. Состояние системы можно фиксировать, к примеру, следующим образом: – если компьютер в текущий момент времени отключен от сети, то в таблице в этом месте стоит 0;

– если компьютер в текущий момент времени работает в сети, то в таблице в этом месте стоит 1;

6. Считаем, что в начальный момент времени t=0 в сети компьютеров нет, тогда в начальный момент времени таблица выглядит следующим образом:

	время
	0
	 t
	2  t
	3  t
	4  t
	..................
	T

	1 компьютер
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	2 компьютер
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3 компьютер
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 


7. Для оценки вероятности отказа вводим два счётчика: счётчик попыток подключения (обращений) и счётчик отказов.

8. Каждый элемент текущего столбца (состояние системы в текущий момент времени) заполняем по следующему алгоритму:

– генерируем случайное число x [0,1];

– если в предыдущем столбце этой строки стоит 0 (компьютер не в сети), проверяем, будет ли он подключаться к сети в текущий момент времени следующим образом:

если [image: image34.png]
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 – интенсивность подключения i-го компьютера), то считаем, что компьютер пытается подключиться к сети, и увеличиваем счётчик обращений. Теперь надо проверить, есть ли у компьютера возможность подключиться, т.е. есть ли к текущему моменту свободный канал. Для этого надо посчитать количество единиц вверх от заполняемого элемента по текущему столбцу и вниз от заполняемого элемента по предыдущему столбцу. Для иллюстрации сказанного в таблице заполняемый элемент выделен красным цветом, а элементы таблицы, соответствующие “текущему моменту времени”, синим. 

	время
	0
	 t
	2  t
	3  t
	4  t
	..................................
	T

	1 компьютер
	0
	0
	1
	 
	 
	 
	 

	2 компьютер
	0
	0
	
	 
	 
	 
	 

	3 компьютер
	0
	1
	 
	 
	 
	 
	 


В примере компьютер подключиться к сети не может, т.к. оба канала в этот момент уже заняты, и происходит отказ. Если количество единиц меньше числа каналов, происходит подключение к сети, т.е. в заполняемую ячейку ставим 1, в противном случае увеличиваем счётчик отказов и ставим 0.

Если [image: image36.png]x> A A



, то считаем, что компьютер не пытается подключиться к сети, и ставим в ячейку 0.

– если в предыдущем столбце этой строки стоит 1 (компьютер в сети), проверяем, отключится ли он в текущий момент времени следующим образом:

если [image: image37.png]L2970
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– интенсивность отключения i-го компьютера), то считаем, что компьютер выходит из сети и освобождает канал, и в ячейку ставим 0. В противном случае ставим 1 (компьютер продолжает в сети работать).

9. Продолжаем моделировать работу системы, пока текущее время не превысит время наблюдения T. Легко заметить, что нет никакой необходимости хранить в памяти всю таблицу, достаточно хранить только два столбца – состояния системы в предыдущий момент времени и в текущий.

10. Оценить вероятность отказа Pотказа можно, зная количество попыток подключения n и количество отказов k: [image: image39.png]


. Но т.к. по одному опыту нельзя делать вывод о работе системы, следует провести несколько таких опытов, например, десять и в каждом из них фиксировать количество попыток подключения ni и количество отказов ki. 

В результате будут получены данные: (ni , ki), i = 1, 2,...10. По ним требуется построить доверительный интервал для параметра биномиального распределения. В нашем случае p – вероятность отказа при подключении к сети. Доверительный интервал задаётся формулой:
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где [image: image41.png]



В результате работы программы получены следующие данные:

	Количество обращений
	335
	286
	333
	312
	329
	305
	289
	315
	329
	319

	Количество отказов
	88
	60
	66
	73
	82
	59
	69
	59
	71
	80


Тогда 
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Квантиль нормального распределения 
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Находим границы доверительного интервала: 
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Исходный текст программы:

program KR1;

const

 Nu=5;

 Na1=12; //таблица 2
 a1:array[1..Nu,1..Na1]of integer=(

 (4,  7,  4,  5,  8,  3,  5,  6,  6,  4, 3,  6),

 (7,  9,  9,  7,  11, 13, 4,  10, 3,  9, 6,  10),

 (10, 10, 15, 9,  7,  9,  19, 12, 10, 7, 10, 10),

 (8,  7,  9,  13, 6,  14, 7,  11, 9,  8, 9,  14),

 (6,  7,  11, 8,  9,  3,  9,  10, 5,  7, 8,  6));

 Na2=10;//таблица 3
 a2:array[1..Nu,1..Na2]of real=

((0.50, 0.56, 0.51, 0.40, 1.41, 0.23, 0.48, 0.28, 0.23, 1.48),

 (0.45, 0.05, 1.26, 1.08, 1.07, 1.29, 1.23, 0.77, 1.13, 3.30),

 (0.25, 1.42, 3.21, 0.78, 0.26, 1.12, 2.21, 0.02, 0.06, 1.36),

 (0.64, 0.43, 0.40, 0.59, 1.65, 2.20, 0.34, 2.34, 1.22, 0.36),

 (1.49, 3.85, 0.70, 0.14, 0.79, 0.38, 0.35, 3.24, 0.38, 0.17));

 var

     miz,mio:array[1..Nu]of real; //средние по клиентам запросы и обслуживание
     izs,ios:real;  

 //вычисление средних значений интенсивности запросов и обслуживания
 procedure Sred;

   var i,k:integer;

  begin

   izs:=0;

   ios:=0;

for i:=1 to Nu do

    begin

     miz[i]:=0;

     mio[i]:=0;

for k:=1 to Na1 do

      miz[i]:=miz[i]+a1[i,k];

     izs:=izs+miz[i];

     miz[i]:=miz[i]/Na1;

for k:=1 to Na2 do

      mio[i]:=mio[i]+a2[i,k];

     ios:=ios+mio[i];

     mio[i]:=(Na2*24)/mio[i];

    end;

    izs:=izs/Nu/Na1;

    ios:=Nu*Na2*24/ios;

  end;

// количества модемов и состояния
 function pa(l,m:real;n,nv:integer):real;

    var i,k:integer;

        p,d:real;

   begin

    p:=1;

     for i:=1 to n do

      begin

       d:=1;

       for k:=1 to i do

         d:=d*(Nu-k+1)*l/(k*m);

       p:=p+d;

      end;

     p:=1/p; 

     for k:=1 to nv do

        p:=p*(Nu-k+1)*l/(k*m); 

     pa:=p;

   end;

  const

    dT=0.01;

    AT=10;

    nTest=10;

    U=1.645;

  var

    a:array[1..Nu]of boolean;

    nc:integer;

   procedure Clean;

     var i:integer;

    begin

     for i:=1 to Nu do

      a[i]:=false;

     nc:=0;

    end;

   procedure Step(mm:integer;var nzap,nbusy:LongInt);

     var i:integer;x:real;

         m:integer;

    begin

for i:=1 to Nu do

begin
     x:=random;

     //в зависимости от подлюченности или отлюченности клиента
       if a[i] then

        if x<mio[i]*dt then

         begin
         // отключаем и сбрасываем время
          a[i]:=false;

          dec(nc);

         end

        else

       else //отключаем
      if not a[i] then

        if x<miz[i]*dt then

         begin

         // запрос
          inc(nzap);

          if nc<mm then

           begin

            a[i]:=true;

            inc(nc);

           end

          else

          // отказ
            inc(nbusy);

         end;

end;

    end;

var

   nzap,nbusy:LongInt;

   nz,nb:array[1..nTest]of LongInt;

  function pmmk(mm:integer):real;

    var i,k:integer;c:real;

   begin

    nzap:=0;

    nbusy:=0;

    for i:=1 to nTest do

     begin

      c:=0;

      Clean;

      nz[i]:=0;nb[i]:=0;

      while c<=AT do

       begin

        c:=c+dT;

        Step(mm,nz[i],nb[i]);

       end;

      nzap:=nzap+nz[i];

      nbusy:=nbusy+nb[i];

     end;

    pmmk:=nbusy/nzap;

   end;

 function dkv(U,z:real;n:LongInt):real;

  begin

   dkv:=U*sqrt(z*(1-z)/n);

  end;

 procedure PrintMonte(k:integer);

   var p,d:real;i:integer;

  begin

   p:=pmmk(k);

   d:=dkv(U,p,nzap);

   writeln('d=',d:0:2);

   writeln('p_otk(',k,')=',p:0:2,'(',p-d:0:2,' .. ',p+d:0:2,')');

   write('':5);

   for i:=1 to nTest do

    write(i:5);

   writeln('summa':6);

   write('zap':5);

   for i:=1 to nTest do

    write(nz[i]:5);

   writeln(nzap:6);

   write('busy':5);

   for i:=1 to nTest do

    write(nb[i]:5);

   writeln(nbusy:6);

   write('%':5);

   for i:=1 to nTest do

    write(nb[i]/nz[i]:5:2);

   writeln(nbusy/nzap:6:2);

  end;

begin

 Sred;

 Randomize;

 writeln('Средняя интенсивность обращений   = ',izs:0:2);

 writeln(' Средняя интенсивность обслуживания = ',ios:0:2);

 writeln('Аналитическое решение');

 writeln('p_otk(2)=',pa(izs,ios,2,2):0:5);

 writeln('p_otk(3)=',pa(izs,ios,3,3):0:5);

 writeln;

 writeln('Решение методом Монте-Карло');

 PrintMonte(2);

 PrintMonte(3);

 readln;

end.

Результат работы программы:
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