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Глава 1. Линейное программирование

1.1. Экономические задачи линейного программирования

Формализация экономических задач сводится к составлению системы линейных уравнений, целевой функции и условиям не отрицательности.

Экономические задачи бывают разной тематики. Рассмотрим некоторые из них.

Примечание. Все задачи в этой теме нужно формализовать.
1.1.1. Задача о наилучшем использовании ресурсов
Задача
Для выпуска трех видов продукции требуются затраты сырья, электроэнергии и оборудования. Исходные данные приведены в таблице 1.1.
Таблица 1.1
	Тип ресурсов
	Расход ресурсов на 1 ед. продукции
	Наличие ресурсов

	
	1-й вид
	2-й вид
	3-й вид
	

	Сырье
	3
	2
	2
	60

	Электроэнергия
	10
	15
	20
	80

	Оборудование
	5
	3
	4
	50

	Доход от реализации единицы продукции
	15
	12
	10
	


Необходимо определить, сколько каждого вида продукции следует выпустить, чтобы общий доход от реализации выпускаемой продукции был бы максимальным.

Решение

Шаг 1. Введем обозначения: x1 – количество изделий продукции 1, х2 – количество изделий продукции 2, х3 – количество изделий продукции 3.

Шаг 2. Используя данные, заданные в таблице 1.1, можем составить систему ограничений:


3х1 + 2х2 + 2х3 <= 60,

10x1 + 15x2 + 20x3 <= 80,


5x1 + 3x2 + 4x3 <= 50.

Шаг 3. На переменные накладываются дополнительные ограничения: х1, х2, х3 >= 0 (переменная равна 0, если соответствующая продукция не выпускается).

Шаг 4. Доход, получаемый предприятием от реализации х1 единиц продукции 1, х2 единиц продукции 2 и х3 единиц продукции 3, составит z = 15x1 + 12x2 + 10x3 (max).
1.1.2. Задача о смесях

Задача
Для жизнедеятельности человека среднего возраста ежедневно необходимо потреблять 118 г белков, 56 г жиров, 500 г углеводов, 8 г минеральных солей. Исходные данные приведены в таблице 1.2. Требуется составить суточный рацион, содержащий не менее указанных выше необходимых питательных веществ и обеспечивающий минимальную общую стоимость закупаемых продуктов.

Таблица 1.2

	Питательные вещества
	Содержание питательных веществ в 1 кг продуктов, г

	
	мясо
	рыба
	масло
	картофель
	сыр
	Крупа

	Белки
	180
	190
	70
	21
	260
	130

	Жиры
	20
	3
	865
	2
	310
	30

	Углеводы
	0
	0
	6
	200
	20
	650

	Минеральные соли
	9
	10
	12
	70
	60
	20

	Стоимость 1 кг продукта, руб.
	70
	100
	60
	15
	150
	20


Решение

Шаг 1. Обозначим через х1, х2, …, х6 количество покупаемого каждого вида продукта. 
Шаг 2. Ограничения: х1, …, х6 >= 0.
Шаг 3. Система ограничений:


180х1 + 190х2 + 70х3 + 21х4 + 260х5 + 130х6 >= 118,


20x1 + 3x2 + 865x3 + 2x4 + 310x5 + 30x6 >= 56,


6x3 + 200x4 + 20x5 + 650x6 >= 500,


9x1 + 10x2 + 12x3 + 70x4 + 60x5 + 20x6 >= 8.

Шаг 4. Целевая:


z = 70x1 + 100x2 + 60x3 + 15x4 + 150x5 + 20x6 (min).

1.1.3. Транспортная задача

Задача
Для перевозок груза на трех линиях могут быть использованы суда трех типов. Производительность судов при использовании их на различных линиях характеризуется данными эксплуатации, приведенными в таблице 1.3. В ней же указаны время, в течение которого суда каждого типа находятся в эксплуатации, и минимально необходимые объемы перевозок на каждой из линии. Определите, какие суда, на какой линии и в течение какого времени следует использовать, чтобы обеспечить максимальную загрузку судов с учетом возможного времени их эксплуатации.

Таблица 1.3

	Тип судна
	Производительность судов (млн. тонно-миль в сутки) на линии
	Общее время эксплуатации судов, сутки

	
	1
	2
	3
	

	I
	8
	14
	11
	300

	II
	6
	14
	13
	300

	III
	12
	12
	4
	300

	Заданный объем перевозок (млн. тонно-миль)
	3000
	5400
	3300
	


Решение

Шаг 1. xj – загрузка судов (сут)
Шаг 2. х1, …,х9 >= 0

Шаг 3. 
x1 + x2 + x3 = 300,



x4 + x5 + x6 = 300,



x7 + x8 + x9 = 300,



8x1 + 6x4 + 12x7 >= 3000,

14x2 + 15x5 + 12x8 >= 5400,

11x3 + 13x6 + 4x9 >= 3300.

Шаг 4. z = 8x1 + 14x2 + 11x3 + 6x4 + 15x5 + 13x6 + 12x7 + 12x8 + 4x9 (max).
1.2. Линейные векторные пространства

1.2.1. Решение систем линейных уравнений методом Гаусса
Задача

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса:
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Решение

Запишем исходную систему в матричном виде:

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	b

	2
	9
	0
	10
	1
	5
	6
	3

	3
	2
	7
	8
	3
	4
	5
	1

	4
	3
	8
	9
	5
	1
	4
	6

	5
	4
	9
	7
	5
	0
	1
	2

	6
	5
	10
	4
	7
	6
	1
	11

	7
	6
	2
	5
	9
	3
	8
	7


Шаг 1. Копируем нашу таблицу и в  ячейке А10 делаем единицу: A2/$A$2; а остальные ячейки столбца А обнуляем: в ячейке А11 вводим A3-$A$3*A10, аналогично поступаем со следующей ячейкой (А4-$А$4*А10) и так с остальными в этом столбце. Затем протягиваем на всю таблицу. Теперь табличка выглядит следующим образом:
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	9
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	b

	10
	1
	0
	1,111111
	0,111111
	0,555556
	0,666667
	0,333333

	11
	0
	7
	5,777778
	2,777778
	2,888889
	3,666667
	0,333333

	12
	0
	8
	5,666667
	4,666667
	-0,66667
	2
	5

	13
	0
	9
	2,555556
	4,555556
	-2,22222
	-1,66667
	0,666667

	14
	0
	10
	-1,55556
	6,444444
	3,222222
	-2,33333
	9,333333

	15
	0
	2
	-1,66667
	8,333333
	-0,33333
	4
	5


Теперь ее копируем и повторяем эти же действия с остальными столбцами до полного разрешения системы. 
Итоговая таблица будет выглядеть так:
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	49
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	b

	50
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	-4,35385

	51
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-5,3102

	52
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	5,890766

	53
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	6,614162

	54
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	3,851338

	55
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	-7,09897


Шаг 2. Оцениваем точность найденного решения, вычисляя величину неувязки R(x).
Полученный столбец b умножаем на исходную матрицу коэффициентов МУМНОЖ (A3:F8; G51:G56). Затем из исходного столбца b вычитаем полученный столбец и возводим в квадрат. Полученные результаты суммируем.

В нашем случае R(x) = 4,10208E-28.

Все решение целиком можно посмотреть в файле решение систем линейных уравнений методом Гаусса.

1.2.2. Перебор всех базисных решений

С помощью метода Гаусса мы можем перебрать все базисные решения системы уравнений, как положительные (опорные), так и отрицательные.
Задача 

Перебрать все базисные решения системы

	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8
	b

	1
	0
	0
	0
	0
	0
	5
	6
	3

	0
	1
	0
	0
	0
	0
	4
	5
	5

	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	4
	6

	0
	0
	0
	1
	0
	0
	7
	1
	2

	0
	0
	0
	0
	1
	0
	6
	9
	11

	0
	0
	0
	0
	0
	1
	3
	8
	7


Решение

Используя метод Гаусса, перебираем решения системы, и получаем следующие:
	базис
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	A1,a2,a3,a4,a5,a6
	3
	5
	6
	2
	11
	7
	0
	0

	A7,a2,a3,a4,a5,a6
	0
	2,6
	5,4
	-2,2
	7,4
	5,2
	0,6
	0

	A8,a2,a3,a4,a5,a6
	0
	2,5
	4
	1,5
	6,5
	3
	0
	0,5

	A1,a2,a3,a4,a5,a7
	-8,667
	-4,333
	3,6667
	-14,33
	-3
	0
	2,3333
	0

	A1,a2,a3,a4,a5,a8
	-2,25
	0,625
	2,5
	1,125
	3,125
	0
	0
	0,875

	A1,a3,a4,a5,a6,a7
	-3,25
	0
	4,75
	-6,75
	3,5
	3,25
	1,25
	0

	a1,a3,a4,a5,a6,a8
	-3
	0
	2
	1
	2
	-1
	0
	1

	a1,a2,a4,a5,a6,a7
	-27
	-19
	0
	-40
	-25
	-11
	6
	0

	a1,a2,a4,a5,a6,a8
	-6
	-2,5
	0
	0,5
	-2,5
	-5
	0
	1,5

	a1,a2,a3,a5,a6,a8
	-9
	-5
	-2
	0
	-7
	-9
	0
	2


Причем из всех полученных решений, опорных только 2: 

	базис
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	a1,a2,a3,a4,a5,a6
	3
	5
	6
	2
	11
	7
	0
	0

	a8,a2,a3,a4,a5,a6
	0
	2,5
	4
	1,5
	6,5
	3
	0
	0,5


Перебор базисных решений
1.2.3. Опорные решения системы линейных уравнений

Задача

Поиск опорных решений в системе уравнений.

Решение

Если в исходной системе не выделен полный единичный базис, то решаем систему методом Гаусса. Если в столбце свободных членов все коэффициенты являются положительными числами, то опорное решение найдено.

	A1
	a2
	a3
	a4
	a5
	b

	3
	4
	5
	7
	5
	3

	1
	7
	-2
	3
	-6
	5

	4
	9
	1
	1
	8
	2

	A1
	a2
	a3
	a4
	a5
	b

	1
	0
	0
	-4,55
	8,304
	-3,46

	0
	1
	0
	1,839
	-2,59
	1,607

	0
	0
	1
	2,661
	-1,91
	1,393


В противном случае, ту строку, где свободный член отрицательный умножаем на (-1). В качестве нового разрешающего столбца выбираем любой, который в нашей строке содержит положительный элемент.

	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	b

	-1
	0
	0
	4,554
	-8,3
	3,464

	0
	1
	0
	1,839
	-2,59
	1,607

	0
	0
	1
	2,661
	-1,91
	1,393


	A1
	a2
	a3
	a4
	a5
	b

	-0,2196
	0
	0
	1
	-1,82
	0,761

	0,4039
	1
	0
	0
	0,765
	0,208

	0,5843
	0
	1
	0
	2,941
	-0,63


	A1
	a2
	a3
	a4
	a5
	b

	-0,2196
	0
	0
	1
	-1,82
	0,761

	0,4039
	1
	0
	0
	0,765
	0,208

	-0,5843
	0
	-1
	0
	-2,94
	0,631


В нашем случае, система опорных решений не имеет.

Если в системе несколько отрицательных свободных членов, берем уравнение с максимальным по модулю коэффициентом.

Пример нахождения опорных решений. Поиск опорных решений.
1.2.4. Перебор всех опорных решений

Задача

Перебрать все опорные решения системы

	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8
	a9
	b

	1
	0
	0
	0
	0
	0
	5
	6
	-5
	3

	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-4
	5
	-9
	5

	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	4
	1
	6

	0
	0
	0
	1
	0
	0
	-7
	1
	3
	2

	0
	0
	0
	0
	1
	0
	6
	-9
	2
	11

	0
	0
	0
	0
	0
	1
	3
	-8
	5
	7


Решение

Так же как мы находили одно опорное решение системы, мы можем перебрать их все:

	базис
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8
	a9

	a1,a2,a3,a4,a5,a6
	3
	5
	6
	2
	11
	7
	0
	0
	0

	a7,a2,a3,a4,a5,a6
	0
	7,4
	5,4
	6,2
	7,4
	5,2
	0,6
	0
	0

	a8,a2,a3,a4,a5,a6
	0
	2,5
	4
	1,5
	15,5
	11
	0
	0,5
	0

	a8,a2,a3,a9,a5,a6
	0
	4,3913
	2,3043
	0
	17,652
	11,652
	0
	0,8261
	0,39

	a1,a2,a3,a9,a5,a6
	6,3333
	11
	5,3333
	0
	9,6667
	3,6667
	0
	0
	0,67

	a1,a2,a3,a9,a5,a7
	8
	17,25
	4,5
	0
	7
	0
	0,25
	0
	1,25

	a4,a2,a3,a9,a5,a7
	0
	15,85
	4,1
	8,8
	2,2
	0
	1,25
	0
	0,65

	a4,a2,a8,a9,a5,a7
	0
	22,36
	0
	6,21053
	5,5088
	0
	1,4298
	0,7193
	1,69

	a1,a2,a8,a9,a5,a7
	5,4884
	23,756
	0
	0
	9,0233
	0
	0,7558
	0,7674
	2,17

	a6,a2,a8,a9,a5,a7
	0
	10,767
	0
	0
	16,853
	9,44
	0,3533
	1,1333
	1,11


Перебор опорных решений
1.3. Каноническая форма записи
Задача
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Представить систему в канонической форме.
Решение
Шаг 1. Минимизируем целевую функцию  
z = (–2x1) – x2+x3 (min)
x1, x3>=0

Шаг 2. Т.к. ограничения для переменной х2 не заданы, мы вводим две новые положительные переменные через которые выражаем х2. И отражаем изменения в системе и целевой.

x2 = x4–x5
z = (–2x1) – x4 + x5 + x3 (min)
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 x1, x3, x4, x5>=0

Шаг 3. В системе ограничений переходим к строгим неравенствам. Если в неравенстве знак >=, то добавляем переменную со знаком “ – ”, если <=, то со знаком “+”.
Все введенные переменные накладываем условия не отрицательности.
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Шаг 4. Выделяем в системе ограничений опорный базис.
	a1
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	b

	1
	1,4
	0
	-2,4
	-0,6
	0
	6,4

	0
	-4,6
	0
	3,6
	0,4
	1
	1,4

	0
	0,2
	1
	-0,2
	0,2
	0
	1,2


В итоге получаем следующую форму записи для данной ЗЛП:
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x1, x3, x4, x5, x6, x7 >= 0,
z = (–2x1) – x4 + x5 + x3 (min)

Представление ЗЛП в канонической форме
1.4. Геометрическая интерпретация задачи линейного программирования

Задача

Решить геометрически задачу

[image: image132.wmf](max)
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Решение

Шаг 1. По системе ограничений строим прямые, ограничивающие область допустимых решений.
Шаг 2. Помечаем на диаграмме ОДР. Для этого генирим случайным образом 300-500 точек в диапазоне построения диаграммы. Фильтруем их по условию принадлежности к заданной области.

Полученный набор отфильтрованных точек наносим на диаграмму.

Шаг 3. Строем на диаграмме вектор нормали.

Шаг 4. Строем целевую функцию.

Шаг 5. По построенной диаграмме находим вершины, в которых z достигает min и max.
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Шаг 6. Математическими расчетами (либо аналитически по графику) вычисляем координаты найденных точек (а также zmax, zmin).
В нашей задаче zmin в точке (0; 1)

Примечание. Геометрически решаются и такие задачи, размерность которых можно свести к 2 (n – m = 2). В этом случае, исходную систему с n переменными приводим к системе с двумя переменными.

Примеры геометрических решений
1.5. Симплексный метод
Задача

Решить задачу симплексным методом.
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Решение 
Шаг 1. Представляем задачу в канонической форме.
Шаг 2. Составляем симплекс-таблицу.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	c1
	c2
	c3
	c4
	c5
	c6
	c7
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	-9
	-6
	-4
	-7
	0
	0
	0
	
	
	
	
	
	

	X
	c
	b
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	b/a1
	b/a2
	b/a3
	b/a4
	b/a5
	

	a5
	0
	180
	1
	0
	2
	1
	1
	0
	0
	180
	 
	90
	180
	180
	

	a6
	0
	210
	0
	1
	3
	2
	0
	1
	0
	 
	210
	70
	105
	 
	

	a7
	0
	800
	4
	2
	0
	4
	0
	0
	1
	200
	400
	 
	200
	 
	

	
	z-оценка
	0
	9
	6
	4
	7
	0
	0
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	180
	210
	70
	105
	180
	min

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	1620
	1260
	280
	735
	0
	min*d

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	1620
	max


Вычисляем z-оценки: столбец с умножаем на столбец с нужными коэффициентами (например, а1)​​ минус коэффициент при данной переменной в целевой (с1). Аналогично для остальных столбцов, включая и столбец b (значение целевой).

Затем, выбираем разрешающий столбец и строку и делаем преобразования однократного замещения (только для тех столбцов, в которых z-оценка >0).
Шаг  3. Процесс повторяем до тех пор, пока не найдется оптимальное решение.

	
	
	
	c1
	c2
	c3
	c4
	c5
	c6
	c7

	
	
	
	-9
	-6
	-4
	-7
	0
	0
	0

	X
	c
	b
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	a1
	-9
	95
	1
	0
	-1,5
	0
	0
	-0,5
	0,25

	a5
	0
	85
	0
	0
	3,5
	1
	1
	0,5
	-0,25

	a2
	-6
	210
	0
	1
	3
	2
	0
	1
	0

	
	d
	-2115
	0
	0
	-0,5
	-5
	0
	-1,5
	-2,25


	basic
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7

	X1,x5,x2
	95
	210
	0
	0
	85
	0
	0


Примеры решения задач симплекс-методом
1.6. Двойственность в линейном программировании
Задача
Составить задачу двойственную следующей задаче:
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Решение
Шаг 1. Т.к. задача на min, то приведем все неравенства системы к виду “ >= ”.

Шаг 2. Составим расширенную матрицу системы
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Шаг 3. Транспонируем нашу матрицу
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Шаг 4. Сформируем двойственную задачу

1) система ограничений:

· количество неравенств в исходной задаче совпадает с числом переменных в двойственной задаче (и наоборот) 

· т.к. xj >= 0, то знаки в новой системе будут “<=”;
· коэффициенты при переменных в целевой функции исходной задачи станут свободными членами в новой системе
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2) целевая:

· т. к. целевая была на min, то теперь она станет на max
· если числа в исходной системе были в качестве свободных членов в неравенствах, то теперь они будут коэффициентами при переменных в новой целевой 

z = – 3y1 – 4y2 + 10y3 (max);
3) условия неотрицательности:
· т.к. в исходной системе есть 2 неравенства (1 и 3), то в новой задаче мы описываем только 1 и 3 переменные как положительные

· а если у нас есть уравнение, то переменные будут любыми

y1, y3 >= 0; y2-
[image: image11.wmf]"

.

Таким образом, двойственная задача будет выглядеть:
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z = – 3y1 – 4y2 + 10y3 (max);
y1, y3 >= 0; y2-
[image: image13.wmf]"

.
Глава 2. Методы теории игр

2.1. Методы решения конечных игр

2.1.1. Упрощение матричной игры
Задача
Исследовать и упростить матричную игру:


[image: image14.wmf]6

4

12

5

4

8

8

5

5

3

8

5

4

14

2

11

3

6

4

1

4

3

2

1

A

A

A

A

B

B

B

B

-


Решение

Шаг 1. Исследование игры.

Наша задача состоит в том, чтобы определить оптимальную стратегию для игроков А и В. Мы рассматривает платежную матрицу с точки зрения наибольшего выигрыша игрока А.
Обозначим через 
[image: image15.wmf]i

a

 наименьший выигрыш игрока А при выборе им стратегии 
[image: image16.wmf]i

A

 для всех возможных стратегий игрока В (наименьшее число в i-й строке платежной матрицы), т.е. 
[image: image17.wmf]ij

n

j

i

a

,...,

1

min

=

=

a

. Игрок В заинтересован в том, чтобы уменьшить выигрыш игрока А; выбирая стратегию 
[image: image18.wmf]i

b

, он учитывает максимально возможный при этом выигрыш для А: 
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 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf]
Среди всех чисел 
[image: image22.wmf]i

a

 выберем наибольшее: 
[image: image23.wmf]i
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, это будет нижняя цена игры (или максимальный выигрыш игрока А).

Среди всех чисел 
[image: image24.wmf]j

b

 выберем наименьшее: 
[image: image25.wmf]j
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, это будет верхняя цена игры (или минимальный  проигрыш игрока В).

Итак, 
[image: image26.wmf]a

 = 5, 
[image: image27.wmf]b

 = 8, цена игры 5 <= v <= 8. Если бы  
[image: image28.wmf]a

 =
[image: image29.wmf]b

, то v = 
[image: image30.wmf]a

 =
[image: image31.wmf]b

 - такая ситуация называется седловой  точкой.
Шаг 2. Упрощение игры.

Сравниваем элементы столбцов попарно, и вычеркиваем тот, в котором элементы в каждой строке  “>”. В нашем случае элементы столбца В4 > элементов столбца В3.
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Тоже самое делаем со строками, только вычеркиваем ту, в которой элементы “<”: А1 < А4.
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Нашу матрицу больше упростить нельзя, поэтому мы можем записать ответ в следующем виде: 
[image: image34.wmf])
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2.1.2. Графическое решение матричной игры
Задача
Решить матричную игру графически.
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Решение

Шаг 1. Нанесем матрицу на график с точки зрения игрока А:
· откладываем по оси абсцисс отрезок А1А2;
· на вертикальной оси А1 откладываем отрезки: 2 (соответствующий стратегии В1) и 4 (соответствующий стратегии В2);
· на вертикальной оси А2 откладываем отрезки: 3 (соответствующий стратегии В1) и 1 (соответствующий стратегии В2).
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Аналогично поступаем и для игрока В:
[image: image37.emf]Для игрока В

0

1

2

3

4

5

6

0 1 2 3 4 5 B1                                                                       B2

B1

B2

I

II

оптим.

реш.


Шаг 2. Нижняя цена игры
[image: image38.wmf]a

 = 2, верхняя цена игры 
[image: image39.wmf]b

 = 3; 2 <= v <= 3.
Шаг 3. По рисунку видно, что оптимальная стратегия будет в точке пересечения прямых I и II.
Итак, оптимальная стратегия 
[image: image40.wmf])
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Примеры геометрической интерпретации матричной игры.

2.1.3. Приведение матричной игры к ЗЛП
Задача
Привести матричную игру к ЗЛП и решить.
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Решение

Шаг 1. Найдем 
[image: image42.wmf]a

 = 5 и 
[image: image43.wmf]b

 = 8. Оптимальная стратегия будет лежать в промежутке [5; 8].

Шаг 2. Запишем нашу матрицу в виде системы линейных уравнений с точки зрения игрока А:

4p1 + 14p2 + 5p3 + 5p4 >= v,

6p1 – 4p2 + 5p3 + 12p4 >= v,

3p1 + 5p2 + 8p3 + 4p4 >= v,

11p1 + 8p2 + 8p3 + 6p4 >= v. 
Шаг 3. Делаем замену xi = pi/v:
4x1 + 14x2 + 5x3 + 5x4 >= 1,

6x1 – 4x2 + 5x3 + 12x4 >= 1,

3x1 + 5x2 + 8x3 + 4x4 >= 1,

11x1 + 8x2 + 8x3 + 6x4 >= 1. 
Шаг 4. Запишем целевую z = x1 + x2 + x3 + x4 = 1 / v (min), и решаем нашу систему как ЗЛП (с помощью симплекс – метода).
Шаг 5. Итак, получим:
	
	
	
	c1
	c2
	c3
	c4
	c5
	c6
	c7
	c8

	
	
	
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	Bazis
	C
	b
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	a4
	1
	0,06
	0,495
	0
	0
	1
	-0,06
	-0,09
	0,093
	0

	a2
	1
	0,02
	0,082
	1
	0
	0
	-0,08
	0,021
	0,036
	0

	a3
	1
	0,08
	0,076
	0
	1
	0
	0,078
	0,032
	-0,19
	0

	a8
	0
	0,18
	-6,76
	0
	0
	0
	-0,35
	-0,12
	-0,71
	1

	
	d
	0,16
	-0,35
	0
	0
	0
	-0,06
	-0,04
	-0,07
	0


	bazis
	x1
	x2
	x3
	x4

	x4,x2,x3,x8
	0
	0,022
	0,08
	0,056


Находим сумму v = 1 / (сумму xi), и каждый х (по очереди) умножаем на v:

	V
	p1
	p2
	p3
	p4

	6,212
	0
	0,135
	0,519
	0,35


Шаг 6. Если нам нужно получить ответ для игрока В при уже известном для А, то делаем следующее:

· из последней симплекс - таблицы (которая получилась при нахождении ответа для игрока А) берем z – оценку и умножаем на (-1)

· там, где ci = 0 (т.е. был первоначальный базис), начинаем нумерацию y, и продолжаем где ci <> 0.

В нашем случае это будет: 

	-0,35
	0
	0
	0
	-0,1
	-0,04
	-0,07
	0

	y5
	y6
	y7
	y8
	y1
	y2
	y3
	y4

	0,347
	0
	0
	0
	0,06
	0,037
	0,065
	0


И ответ для игрока В:
	V
	q1
	q2
	q3
	q4

	6,212
	0,37
	0,231
	0,404
	0


Примеры приведения матричных игр к ЗЛП.
2.3. Игры с природой
Задача
Найти решение статистической игры, используя несколько различных критериев.
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Решение

1.
Критерий Вальда
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2.
Критерий Сэвиджа

По формулам составляем матрицу рисков 
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3.
Критерий Гурвица

Берем 
[image: image51.wmf]l

 = 0,6 (0 <= 
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[image: image54.wmf]max

 (2*0,6 + 0,4*8; 0,6*2 + 0,4*12; 0,6*3 + 0,4*10;0,6*1 + 8*0,4) = 
[image: image55.wmf]max

 (4,4; 6; 5,8; 3,8) = 6, решение – А2. 
4.
Критерий Байеса

Пусть q1 = q2 = q3 = q4 = ¼.

m1 = 5*1/4 + 2*1/4 + 8*1/4 + 4*1/4 = 19/4, m2 = 21/4, m3 = 13/2, m4 = 15/4.
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Итак, большинство критериев показали, что решением является стратегия А3.
Глава 3. Нелинейное программирование
Если в задаче математического программирования целевая функция и (или) хотя бы одна из функций системы ограничений нелинейная, то такой раздел называется нелинейным программированием (НЛП).

По сути, наша задача состоит в том, чтобы привести ЗНЛП к линейному виду (это можно сделать различными способами). А затем уже решать – как линейную, что подробно описано в Глава 1. Тема 2. Линейные векторные пространства.  

3.1. Геометрическая интерпретация ЗНЛП

Задача

С помощью графика найти max и min целевой z = 2x1+x2 при условии 
(х1)2 + (х2)2 <= 16; x1, x2>=0.
Решение

Шаг 1. Изобразим на графике область определения:
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Шаг 2. Из графика и исходных данных видим, что целевая будет max в точке пересечения с окружностью (в I четверти). Значит, нам нужно найти эту точку, а для начала касательную к окружности, параллельную целевой.

Так как в нашей прямой (x2 = – 2x1), угловой коэффициент k = -2, то наша касательная будет x2 = – 2x1 + 9. С помощью уравнения касательной к окружности находим их точку пересечения х0 = 32/9, у0 = 16/9. Эта точка, в которой z принимает максимальное значение. 
По рисунку видим, что в точке (0; 0) z будет иметь минимальное значение.
Шаг 3. Найдем zmax и zmin: zmax = 80/9, zmin = 0.
Полное решение задачи.
3.2. Метод множителей Лагранжа
Задача

Найти точку условного экстремума функции z = x1x2 + x2x3 + x1x3 при ограничениях:
x1 + x2 = 3,

x2 + x3 = 7.

Решение
Шаг 1. Составим функцию Лагранжа 
F = x1x2 + x2x3 + x1x3 + λ1 * (x1 + x2 – 3) + λ2 * (x2 + x3 – 7)

и продифференцируем ее по всем переменным. Полученные выражения приравняем к нулю:

f '(x1) = x2 + x3 + λ1 = 0,

f '(x2) = x1 + x3 + λ1 + λ2 = 0,

f '(x3) = x1 + x2 + λ2 = 0,

f '(λ1) = x1 + x2 – 3 = 0,

f '(λ2) = x2 + x3 – 7 = 0.

Если упростить данную систему, получим систему линейных уравнений:
x1 + x3 = 10,

x1 + x2 = 3,

x2 + x3 = 7.
Шаг 2. Решая систему, находим x1 = 3; x2 = 0; x3 = 7. При необходимости можем найти и значение целевой, которая в нашем случае z = 21.
Шаг 3. Теперь выясним максимальное или минимальное значение функция z принимает в найденной точке. Для этого найдем вторые производные функции Лагранжа по всем переменным в нашей точке и вычислим определители с 1 по 3:
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Так как знаки определителей чередуются, то функция z вогнута, и в точке (3, 0, 7) имеет свой максимум.
Полное решение системы
3.3. Градиентные методы решения

3.3.1. Метод Франка-Вулфа
Задача
Найти максимальное значение функции f  при заданных условиях:
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Решение
1-я итерация 

Шаг 1. Найдем градиент функции 
[image: image70.wmf]Ñ
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 = (– 2x1, 1 – 2x2, 1-2х3) и в качестве исходного допустимого решения задачи возьмем точку Х0 = (0; 0; 0), а в качестве критерия оценки качества получаемого решения – неравенство 
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 = 0, 01. В точке 
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Шаг 2. Находим максимум функции F1 = x2 + x3, учитывая исходные данные. 

Приводим неравенства системы ограничений в уравнения и решаем новую систему симплекс-методом (как мы это делали в линейном программировании).
Эта задача имеет оптимальный план 
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Шаг 3. Найдем новое допустимое решение исходной задачи:
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Определим теперь число 
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 найдем производную этой функции по 
[image: image80.wmf]1

l

 и приравняем к нулю: 
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. Решая это уравнение, получим 
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 = 1/12 =0, 08.
Шаг  4. Т.к., найденное значение 
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 заключено между 0 и 1, принимаем его за величину шага. Таким образом, 
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2-я итерация 

Шаг 1. Снова находим градиент функции. В качестве исходного допустимого решения задачи возьмем полученную точку Х0 = (0; 0,5; 0), в качестве критерия оценки качества получаемого решения –  
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 = 0, 01. В нашей точке градиент 
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Шаг 2. Находим максимум функции F2 = x3, учитывая исходные данные. 

Приводим неравенства системы ограничений в уравнения и решаем новую систему симплекс-методом (как мы это делали в линейном программировании).
Эта задача имеет оптимальный план 
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Шаг 3. Найдем новое допустимое решение исходной задачи:

Определим теперь число 
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 найдем производную этой функции по 
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 и приравняем к нулю: 
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. Решая это уравнение, получим 
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Шаг  4. Т.к., найденное значение 
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 заключено между 0 и 1, принимаем его за величину шага. Таким образом, 
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3-я итерация 

Шаг 1. Снова находим градиент функции. В качестве исходного допустимого решения задачи возьмем полученную точку Х0 = (0; 0,439; 0,49), в качестве критерия оценки качества получаемого решения –  
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 = 0, 01. В нашей точке градиент 
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Шаг 2. Находим максимум функции F3 = x2-7x3, учитывая исходные данные. 

Приводим неравенства системы ограничений в уравнения и решаем новую систему симплекс-методом (как мы это делали в линейном программировании).
Эта задача имеет оптимальный план 
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Шаг 3. Найдем новое допустимое решение исходной задачи:

Определим теперь число 
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 найдем производную этой функции по 
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Шаг  4. Т.к., найденное значение 
[image: image107.wmf]3
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 заключено между 0 и 1, принимаем его за величину шага. Таким образом, 
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Таким образом, X3=(0; 0,5; 0,484) является искомым решением исходной задачи.  
Полное решение задачи
3.3.2. Метод наискорейшего спуска
Задача
Найти максимум функции z = 5 – (x1 – 4)2 – (x2 – 5)2 при ограничениях:

x1 + x2 <= 10,

x1x2 >= 1,

x1, x2 >=0.
Решение
Изобразим на графике область определения:
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1-я итерация 

Шаг 1. В качестве исходной точки возьмем точку х0 (1; 2). Найдем частные производные функции z: 
[image: image111.wmf]1
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Запишем общее выражение градиента 
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 = (8 – 2x1, 10 – 2x2). Подставляя координаты Х0, получим 
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Z0= (6; 6).

Шаг 2. Т.к. направление градиента целевой функции является направлением ее наискорейшего роста, то: 
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(6; 6) = (1 + 6
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; 2 + 6
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). Подставляя координаты Х1 в градиент, получаем 
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Z1 = (8 – 2(1 + 6
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); 10 – 2(2 + 6
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)) = (6 – 12
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; 6-12
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).

Шаг 3. Теперь вычисляем 
[image: image125.wmf]l

 из формулы: 
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Z0 * 
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Z1 = 0, 
[image: image128.wmf]l

 = ½.
Подставив это значение в выражения Х1 и 
[image: image129.wmf]Ñ

Z1, получаем Х1 = (1 + 6 * (1/2); 2 + 6 * (1/2)) = (4; 5) и 
[image: image130.wmf]Ñ

Z1 = (6 – 12 * (1/2); 6-12 * (1/2)) = (0; 0).
Так как градиент в точке (4; 5) равен нулю, то Х1 является точкой максимума, zmax = 5. 

Графическое изображение.
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