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2. Решение дифференциального уравнения второго порядка.                      Аппроксимации граничных условий для дифференциального уравнения второго порядка

Порядок погрешности решения дифференциального уравнения  определяется и порядком аппроксимации граничных условий. Пусть требуется найти решение       дифференциального уравнения    
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Пусть 
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, тогда можно получить следующие приближения для производных на границе: в точке 
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Аналогично в точке 
[image: image26.wmf]b

x

=


           
[image: image27.wmf])

(

2

1

x

u

h

h

u

u

u

N

N

N

¢

¢

+

-

=

¢

-

,        
[image: image28.wmf]N

N

x

x

<

<

-

x

1

.                                        (2.3)


Видим, что производные на границе аппроксимируются формулами (2.2) и (2.3) с первым порядком точности.


Точность аппроксимации производных на границе можно повысить с помощью интерполяционного многочлена Лагранжа.

2.1. Интерполяционный многочлен Лагранжа. 

Приближения функции

Пусть даны основные системы 
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 функций, достаточно гладких и непрерывно дифференцируемых. Рассмотрим обобщенный многочлен (полином) в виде 
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Постановка задачи о приближении:  данную функцию 
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Таким образом требуется аппроксимировать функцию 
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Определитель этой системы называется определителем Вандермонда.

Полином 
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 коэффициенты которого определяются системой (2.5), называется интерполяционным полиномом Лагранжа для 
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При различных степенях 
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В соответствии с теоремой Виетта имеем
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Пример. Построить интерполяционный полином 
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В качестве примера рассмотрим  полином второй степени (
[image: image70.wmf]2

=

n

), тогда искомый полином  
[image: image71.wmf].

)

(

2

2

1

0

2

x

a

x

a

a

x

L

+

+

=

 Из формулы Лагранжа имеем 

         
[image: image72.wmf].

3

2

3

4

1

3

)

0

1

(

)

1

1

(

)

0

)(

1

(

1

)

1

0

(

)

1

0

(

)

1

)(

1

(

3

1

)

1

1

)(

0

1

(

)

1

)(

0

(

)

(

2

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

L

+

+

=

-

×

-

-

-

-

-

+

-

×

-

-

-

-

-

+

×

-

-

-

-

-

-

=


И       
[image: image73.wmf]1

1

  

,

3

2

3

4

1

3

2

£

£

-

+

+

»

x

x

x

x

.

  При 
[image: image74.wmf]2

/

1

=

x

 имеем    
[image: image75.wmf]8

,

1

6

1

3

2

1

3

»

+

+

»

.

2.2. Погрешность интерполяции

Пусть 
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где 
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 Здесь 
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Оценим погрешность интерполяции в текущей точке 
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И оценим максимальную погрешность интерполяции на всем отрезке 
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Пример: Оценить погрешность приближения функции 
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Погрешность в точке 
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А максимальная  погрешность на всем отрезке 
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 Так как 
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Погрешность линейной интерполяции

Оценка погрешности интерполяции в текущей точке 
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И оценка максимальной погрешности интерполяции на всем отрезке 
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Следовательно, линейная интерполяция имеет второй порядок точности.


Для аппроксимации граничных условий (2.1) воспользуемся квадратичным полиномом  Лагранжа по трем точкам отрезка
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полагая 
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 находим для производной на границе 
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аналогично для производной на границе 
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Формулы (2.10), (2.11) аппроксимируют первые производные на границе со вторым порядком точности.


А вторые производные на границе аппроксимируются с первым порядком точности
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Таким образом, первые и вторые производные на границе аппроксимируются формулами (2.10)-(2.13).
.
2.3. Пример решения обыкновенного дифференциального уравнения 

второго порядка методом конечных разностей

Требуется найти решение дифференциального уравнения
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удовлетворяющих двум краевым условиям (КУ):
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где 
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Пусть для краевой задачи (2.14); (2.5) в дискретных точках,   
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 и для (3.1) имеем разностный аналог.
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Для производных в краевых точках используя интерполяционный полином Лагранжа имеем по формулам (2.10, 2.11) :
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Соответственно для левого и правого конца отрезка.

Тогда краевые условия (3.2) примут вид
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Получаем (2.16), (2.18) систему 
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Пример. Используя метод конечных разностей, составить решение краевой задачи дифференциального уравнения с точностью 
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с краевыми условиями
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разбив отрезок 
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, на части с шагом  
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, получим четыре узловые точки: 
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Две точки 
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Уравнение (3.1) заменим во внутренних точках конечными разностями.
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Для краевых условий (3.2) с учетом (3.4) составим разностные аналоги
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Данная задача сводится к решению системы уравнений
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После преобразований имеем:
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Подставив 
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И окончательно, решая три уравнения с тремя неизвестными, получаем решения приведенные в таблице 7.1

Все вычисления проводим с четырьмя значениями после запятой и окончательные результаты округляем с точностью 
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                                                                Таблица 7.1
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Строим интерполяционный полином Лагранжа по четырем точкам (2.6):
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Складывая почленно четыре составляющие получаем гладкое решение дифференциального  уравнения (2.14, 2.15) в виде
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Строим график решения:
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Задание на проведение расчетов.
Используя метод конечных разностей, составить решение краевой задачи для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка с точностью 
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 В соответствии с решением дифференциального уравнения построить гладкую функцию  
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