[bookmark: _GoBack]Тема:    Свободные электроны в металлах как вырожденный ферми-газ. Энергия и температура Ферми. Химический потенциал электронного газа при 0К.
Ниже более простой вариант изложения темы.
1. Модель свободных электронов.
В модели металла положительно заряженное ядро + внутренние электроны составляют положительные, «тяжелые» (по сравнению с электронами) ионы, образующие периодическую решетку кристалла:
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    Валентные электроны всех атомов обобществлены и образуют электронный ферми-газ, «склеивающий» положительные ионы. Это т.н. металлическая связь, отличающаяся от химической связи (ковалентной, полярной, ионной). Металлическая связь, в отличие от химической, не насыщена и не направлена в пространстве (нет явно выраженных областей повышенной электронной плотности, которые в структурной химии изображаются «палочками»). Если рассматривается N атомов металла, число валентных общих электронов равно χ N , где χ – валентность металла.
    В ряде случаев для анализа физических свойств металлов важно рассмотреть именно подсистему - электронный газ. Если взаимодействием электронов с ионами и друг с другом пренебрегают – это т.н. модель свободных электронов. Таким образом, это идеальный ферми-газ, подчиняющийся соответствующей статистике. 

2.  Рассмотрим электронный газ при 0К (вырожденный ферми-газ). Энергия при этом минимальна, т.е., формируя состояние газа при 0К, мы начинаем размещать электроны на энергетической лестнице снизу. При этом должен выполняться запрет Паули. В данном случае квантовое состояние электрона задается двумя квантовыми числами: импульсом p и одним из двух значений спина. Импульс определяет кинетическую энергию Ek = p2 /2m. Потенциальная энергия для идеального газа равна нулю. Следовательно, на каждой ступеньке энергетической лекции (см. рисунок) можно, не нарушая запрета Паули, поместить два электрона с разными спинами. Таких ступеней бесконечное количество (электрон можно в принципе разгонять в поле до очень высоких энергий). Начнем размещать электроны «снизу».
    На некоторой энергетической ступени заканчиваются электроны.
  Последний заполненный уровень называется уровнем Ферми. EF = pF2/2m.
                                [image: ]

3. ПРИМЕЧАНИЕ.  Уровень Ферми определяет многие свойства металла. Во всех процессах, в которых внешнее воздействие меняет энергию электрона (повышение температуры, приложение электрического или магнитного поля и пр.), подняться на уровни выше уровня Ферми и участвовать в процессе могут только электроны вблизи уровня Ферми. Остальные, лежащие глубже, «заперты», перейти вверх им мешает запрет Паули. Поэтому так важен расчет уровня (энергии) Ферми. По грубой оценке в процессе проводимости, в теплоемкости участвует доля от всех электронов, равная отношению kB T к EF . При комнатной температуре это примерно 0,01 от общего числа электронов.

4. Большое число N атомов в металле и соответственно большое число электронов в газе позволяет считать спектр энергии квазинепрерывным и при вычислении энергии или числа частиц не суммировать, а интегрировать.


5.  Идеальность газа позволяет рассматривать только одну частицу газа (они все одинаковы и равноправны).  Поэтому вместо фазового пространства с мерностью 6N мы рассматриваем 6-мерное пространство (и учитываем спин).

6.  Модель не учитывает взаимодействие электронов с ионами, поэтому электронный газ находится в изотропном пространстве. Поэтому и подпространство 3-х координат, и подпространство 3-х импульсов для электрона рассматриваем в декартовых координатах (в кристалле следовало бы учитывать симметрию данного кристалла).


7. Так как для расчета энергии, теплоемкости газа не важно, где в заданном объеме V находится электрон, мы интегрируем по подпространству координат элементарный объем dV = dx*dy*dz и получаем в расчетах постоянный коэффициент V. 
    Далее рассматриваем задачу только в декартовом подпространстве импульсов.

8. В p-пространстве проведем две сферы: радиуса p и p+dp. В тонком шаровом слое толщиной dp энергия электронов одинакова, т.к. E=p2/2m. Объем этого слоя в фазовом пространстве p равен площади поверхности шарового слоя, умноженной  на его толщину:
                          dГp = 4πp2dp                               (`1)
а во всем 6-мерном фазовом пространстве, с учетом координатного подпространства (см. выше), элементарный фазовый объем равен
                          dГ = 4πp2Vdp                              (2)
  Известно, что на каждое состояние приходится объем (2πђ)s , где s –число степеней свободы, в нашем случае s =3. Кроме того в каждом таком объеме содержится число состояний, равное числу поляризаций. В нашем случае это возможное число значений спина, равное 2.
    В итоге общее число состояний в рассматриваемом шаровом слое равно
                          dΩ = 2[4πp2Vdp]/ (2πђ)3 = Vp2dp/π2 ђ3                  (3)
а все число состояний Ω от p=0 до p = pF  равно соответствующему интегралу по p (проинтегрируйте сами!).

9. При Т=0К, как мы выяснили выше, заняты все состояния в этом интервале. Значит, число вычисленных состояний Ω равно числу электронов Ne в газе.  В итоге pF  и энергия Ферми EF = pF2/2m оказываются зависящими только от плотности электронного газа ne = Ne /V:

                                pF = ђ (3 π2 ne)1/3                                                    (4)
    Температура Ферми находится из равенства 
                                                 kBTF = EF                                (5)
и оказывается настолько больше комнатной температуры (примерно 104 К), что в ряде случаев рассмотренную модель можно использовать для Ткомн ≈300 К.

10.  Можно показать, что EF равняется химическому потенциалу свободного электронного газа при 0К (см. учебники).

Учебник Василевского, § 20.3. энергия Ферми. Учебник Мултановского-Василевского, § 23.4. Электронный газ в металле. Учебник Ландау, § 56, Вырожденный электронный газ.

            
11. ПРИМЕЧАНИЕ. Данная схема расчета в основе используется также для расчета энергии черного излучения и для расчета решеточной теплоемкости твердого тела по Дебаю. Это пример универсальности ряда физических моделей. 
Например, для черного излучения (идеальный газ фотонов) общее этих двух моделей:
· Идеальность газа, позволяющая рассматривать 1 частицу и всего лишь 6-мерное фазовое пространство.
·  Идеальность газа позволяет подпространство координат учесть просто в виде множителя V.
· Изотропность пространства приводит к декартовым координатам.
· Хотя выражение для энергии фотона иное, чем для электрона:
                                  Е = ђω
но, поскольку ω= ck = cp/ђ , где с – скорость света, то Е = cp, то есть снова изоэнергетическая поверхность в p-пространстве - это сфера. Снова получаем шаровой слой, количество возможных поляризаций снова равно 2 (электромагнитные волны поперечные). Приходим к формуле (3).
       Вот тут начинаются отличия!  
a) В отличие от газа электронов при 0К, среднее число фотонов <n> в каждом состоянии не равно единице, а определяется статистикой Бозе и зависит от температуры. Поэтому чтобы получить число фотонов dN в выделенном шаровом слое, надо выражение для dΩ умножить на среднее число заполнения <n> в статистике Бозе. А чтобы получить их энергию dE, надо еще умножить dN на ђω: dE = ђω dN= ђω dΩ<n>.  Затем ищем всю энергию Е черного излучения, интегрируя по шаровым слоям. При этом, чтобы получить подинтегральное выражение зависимым только от ω, используем формулу ω= ck = cp/ђ, то есть заменяем p = ђω/c и dp=(ђ/c)dω.  
b) В отличие от газа электронов химический потенциал черного излучения равен нулю (мы это обсуждали на предыдущей лекции). Это надо учесть в формуле для <n>.
c) В принципе уровни энергии фотонов заняты вплоть до ђω=∞. В интеграле энергии верхний предел равен ∞, что очень удобно, т.к. получается табличный интеграл.
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