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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

 

 Линейные дифференциальные уравнения второго порядка 

имеют вид: 

),(321 xfуауаyа   

где а1, а2, а3 – или переменные коэффициенты (т.е. функции от х), 

или постоянные коэффициенты (действительные числа). 

 Если правая часть уравнения f(x) равна нулю, то уравнение на-

зывается линейным однородным  или линейным уравнением без 

правой части. Если правая часть нулю не равна, то уравнение назы-

вается линейным неоднородным  или линейным уравнением с пра-

вой частью. 

 

 

2. ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 

 Линейные однородные дифференциальные уравнения второго 

порядка имеют вид: 

.0321  уауаyа      (2.1) 

Общее решение уравнений этого типа находится с помощью 

следующей теоремы. 

 Теорема о структуре общего решения. Общее решение ли-

нейного однородного дифференциального уравнения второго по-

рядка имеет вид: 
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,2211 уСуСу      (2.2) 

где С1, С2 – произвольные постоянные, у1 и у2 – какие-либо частные 

решения уравнения (2.1), причем у1/ у2≠const (линейно-независимые 

решения). 

 

2.1. Линейные однородные дифференциальные уравнения  

второго порядка с постоянными коэффициентами 

 Уравнение этого типа имеет вид: 

,0 cууbyа     (2.3) 

где а, b, c– постоянные коэффициенты (действительные числа). 

 В соответствии с теоремой о структуре общего решения ли-

нейного однородного уравнения необходимо найти два частных ли-

нейно-независимых решения уравнения (2.3). 

 Для нахождения частных решений у1 и у2  следует предвари-

тельно составить характеристическое уравнение. Для этого в ис-

ходном уравнении (2.3) необходимо у заменить единицей, первую 

производную у' заменить на k, а вторую производную у'' заменить на 

k2: 

.02  cbkak     (2.4) 

 Характеристическое уравнение (2.4) – это квадратное уравне-

ние, имеющее два корня k1 и k2:  

,
2

42

2,1 a
acbbk 

  

где acbD 42   – дискриминант. 
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 При решении характеристического уравнения возможны три 

случая: D>0, D=0, D<0. Рассмотрим их более подробно. 

 1 случай. D>0, k1 и k2 – действительные числа (k1≠k2). В этом 

случае частные решения имеют вид: 

;1
1

xkeу  .2
2

xkeу   

 Тогда в соответствии с (2.2) общее решение уравнения (2.3) 

имеет вид: 

.21
21

xkxk eCeCy   

Пример 1. Найти общее решение уравнения .02  ууy   

Решение. Сначала составим характеристическое уравнение: 

.022  kk  

 Находим его корни: k1=-2 и k2=1. Тогда общее решение имеет 

вид: .2
2

1
xx eCeCy    

2 случай. D=0, k1 и k2 – действительные числа (k1=k2=k). В этом 

случае частные решения имеют вид: 

;1
kxeу  .2

kxхeу   

 Общее решение уравнения (2.3) в этом случае имеет вид: 

.21
kxkx хeCeCy   

Пример 2. Найти общее решение уравнения .044  ууy   

Решение. Сначала составим характеристическое уравнение: 

.0442  kk  
Находим его корни: k1=k2=2. Тогда общее решение имеет вид: 

.2
2

2
1

xx хeCeCy   
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3 случай. D<0, k1 и k2 – комплексные числа (k1,2=α±βi). В этом 

случае частные решения имеют вид: 

;cos1 xeу x  ;sin2 xeу x   

 Общее решение уравнения (2.3) в этом случае имеет вид: 

.sincos 21 xeCxeCy xx     

Пример 3. Найти общее решение уравнения .052  ууy  

Решение. Сначала составим характеристическое уравнение: 

.0522  kk  

 Находим его корни:  

.21
2

142
2

162
2,1 ik 





  

Следовательно: α=-1, β=2. Тогда общее решение имеет вид: 

.2sin2cos 21 xeCxeCy xx    

 

3. ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второ-

го порядка имеют вид: 

).(321 xfуауаyа       (3.1) 

Общее решение уравнений этого типа находится с помощью 

следующих теорем. 

 Теорема 1. (О структуре общего решения). Общее решение 

линейного неоднородного дифференциального уравнения второго 

порядка имеет вид: 
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,*~ ууу      (3.2) 

где  у~ – общее решение линейного однородного уравнения 

0321  уауаyа , соответствующего неоднородному уравнению 

(3.1); у* – какое-либо частное решение уравнения (3.1). 

 Теорема 2. Если правая часть линейного неоднородного урав-

нения второго порядка равна сумме двух функций f(x)=f1(x)+f2(x), то 

частное решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка имеет вид: 

*,** 21 ууу      (3.3) 

где у1* – какое-либо частное решение уравнения:  

);(1321 xfуауаyа   

у2* – какое-либо частное решение уравнения: 

).(2321 xfуауаyа   

 

3.1. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  

второго порядка с постоянными коэффициентами 

 Уравнение этого типа имеет вид: 

),(xfcууbyа     (3.4) 

где а, b, c – постоянные коэффициенты (действительные числа). 

 Для нахождения общего решения уравнения (3.4) необходимо: 

1) Составить линейное однородное уравнение, соответствующее за-

данному неоднородному уравнению (3.4): 

0 cууbyа     (3.5) 

и найти его общее решение у~ ; 
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2) найти какое-либо частное решения у*  линейного неоднородного 

уравнения (3.4); 

3) в соответствии с теоремой 1 найти сумму *~ ууу  , которая и 

будет являться общим решением уравнения (3.4). 

 Методы нахождения общего решения у~  линейного однородно-

го уравнения с постоянными коэффициентами (3.5) указаны выше 

(см. п. 2.1). 

 Рассмотрим метод подбора частного решения у* линейного 

неоднородного уравнения с постоянными коэффициентами. Этот 

метод применяется только в том случае, если правая часть уравне-

ния содержит показательные функции, синусы, косинусы, много-

члены и их целые рациональные комбинации: 

,sin)(cos)()( xexVxexUxf x
m

x
n      (3.6) 

где  α и β – постоянные (действительная и мнимая часть комплекс-

ного числа z= α±βi); Un(x) – многочлен n-й степени;  Vm(x) – много-

член m-й степени. 

 Тогда частное решение подбирается по виду правой части и в 

общем случае будет иметь следующий вид: 

],sin)(cos)([* xexQxexPxy x
m

x
n

r      (3.7) 

где  Pn(x), Qm(x) – многочлены, степень которых равна наивысшей 

степени многочленов Un(x) и Vm(x). Многочлены второй степени 

имеют вид: P2(x)=Ах2+Вх+С; первой степени: P1(x)=Ах+В; нулевой 

степени: P0(x)=А, где А, В, С – постоянные коэффициенты, которые 

необходимо определить в ходе решения с помощью метода неопре-

деленных коэффициентов.  
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 Рассмотрим более подробно некоторые частные случаи. 

Частный случай 1. Правая часть уравнения не содержит сину-

сы и косинусы. В этом случае β=0. Тогда z=α±βi=α – действительное 

число, и правая часть уравнения имеет вид: 

.)()( x
n exUxf       (3.8) 

 В этом случае частное решение подбирают похожим на правую 

часть уравнения: 

,)(* x
n

r exPxy       (3.9) 

где r – показатель кратности корня характеристического уравнения 

(2.4), который может принимать три значения: 

1) r=0, если число z=α не совпадает с каким-либо корнем характе-

ристического уравнения: z=α≠ k1,2. 

2)  r=1, если число z=α совпадает с одним из корней характери-

стического уравнения: z=α=k1 или z=α=k2. 

3) r=2, если число z=α совпадает с двумя корнями характеристи-

ческого уравнения: z=α= k1,2= k (когда D=0). 

Пример 5. Найти общее решение уравнения:  

.22 xeyуy      (3.10) 

 

Решение.  

1) Составим линейное однородное уравнение, соответствую-

щее заданному неоднородному уравнению: 

.02  yуy     (3.11) 

 Составим характеристическое уравнение: 

.012 2  kk  
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 Находим его корни: k1=-1 и k2=1/2. Тогда общее решение урав-

нения (3.11) имеет вид: .~ 2/
21

xx eCeCy    

2) Найдем методом подбора какое-либо частное решение у*   

заданного линейного неоднородного уравнения (3.10). Для того что-

бы правильно подобрать общий вид частного решения, необходимо 

сначала представить правую часть уравнения в общем виде (3.8): 

.)(22)( 1
0

1 xxx exUeexf      (3.12) 

 Следовательно, правая часть уравнения (3.12) содержит много-

член нулевой степени U0(x)=2, поэтому частное решение у*   так-

же будет содержать многочлен нулевой степени Р0(x)=А.  

Из (3.12) также следует, что число z=α=1 не равно ни одному 

из корней характеристического уравнения k1=-1 и k2=1/2. Поэтому 

r=0 и частное решение должно иметь вид: 

.)(* 1
0

xx AeexPy      (3.13) 

 Для того, чтобы определить А, необходимо подставить частное 

решение в виде (3.13) в исходное уравнение (3.10): 
xeyуy 2*)*()*(2   

или   ,2)()(2 xxxx eAeAeAe   

.22 xxxx eAeAeAe   
 Из последнего соотношения следует, что А=1. Следовательно, 

частное решение имеет вид: .* xey   

3) В соответствии с теоремой 1 о структуре общего решения на-

ходим общее решение линейного неоднородного уравнения: 

.*~ 2/
21

xxx eeCeCyyy    

You created this PDF from an application that is not licensed to print to novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com


 11 

Пример 6. Найти общее решение уравнения:  

.2 xeyуy      (3.14) 

Решение.  

1) Левая часть уравнения такая же, как в примере 5, поэтому 

общее решение линейного однородного уравнения имеет вид:  

.~ 2/
21

xx eCeCy    

2) Найдем частное решение у*  заданного линейного неодно-

родного уравнения (3.14). Правая часть уравнения имеет вид: 

.)(1)( 1
0

1 xxx exUeexf      (3.15) 

 Следовательно, правая часть уравнения (3.15) содержит много-

член нулевой степени U0(x)=1, поэтому частное решение также 

будет содержать многочлен нулевой степени Р0(x)=А.  

Из (3.15) также следует, что число z=α=-1 равно одному из кор-

ней характеристического уравнения k1=-1, поэтому r=1 и частное 

решение должно иметь вид: 

.)(* 1
0

xx AxeexxPy      (3.16) 

 Для того чтобы определить А, необходимо подставить частное 

решение в виде (3.16) в исходное уравнение (3.14): 

.*)*()*(2 xeyуy     (3.17) 

 Отдельно найдем (у*)'' и (у*)': 

,)()*( xxx AxeAeAxey    

.2)()()*( xxxxxxx AxeAeAxeAeAeAxeAey    

Подставим у*, (у*)' и (у*)'' в (3.17): 

   .)()2(2 xxxxxx eAxeAxeAeAxeAe    
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Сокращая на е-х и приводя подобные, получим: .13  A  

Из последнего соотношения следует, что А= –1/3. Следовательно, 

частное решение имеет вид: .
3
1* xxey   

3) В соответствии с теоремой 1 о структуре общего решения на-

ходим общее решение линейного неоднородного уравнения: 

.
3
1*~ 2/

21
xxx xeeCeCyyy    

Пример 7. Найти общее решение уравнения:  

.22 xx eeyуy      (3.18) 

Решение.  

1) Левая часть уравнения такая же, как в примере 5, поэтому 

общее решение линейного однородного уравнения имеет вид:  

.~ 2/
21

xx eCeCy    

2) Правая часть исходного уравнения равна сумме двух функ-

ций f(x)=f1(x)+f2(x)=2ех+е-х, поэтому в соответствии с теоремой 2 ча-

стное решение уравнения (3.18) имеет вид: 

*,** 21 ууу   

где у1* – какое-либо частное решение уравнения: 

;22 xeууy      (3.19) 

у2* – какое-либо частное решение уравнения: 

.2 xeууy      (3.20) 

Частное решение уравнения (3.19) найдено в примере 5: .*1
xey   

Частное решение уравнения (3.20) найдено в примере 6:  
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.
3
1*2

xxey   

Поэтому частное решение уравнения (3.18) примет вид: 

.
3
1*** 21

xx xeeyyy   

3) В соответствии с теоремой 1 о структуре общего решения на-

ходим общее решение линейного неоднородного уравнения: 

.
3
1*~ 2/

21
xxxx xeeeCeCyyy    

Пример 8. Найти общее решение уравнения:  

.44 2xxeyуy      (3.21) 

Решение.  

1) Составим линейное однородное уравнение, соответствую-

щее заданному неоднородному уравнению: 

.044  yуy     (3.22) 

 Составим характеристическое уравнение: .0442  kk  

 Находим его корни: k1=k2=2 (D=0). Тогда общее решение урав-

нения (3.22) имеет вид: .~ 2
2

2
1

xx xeCeCy   

2) Найдем частное решение у*  заданного уравнения (3.21). 

Правая часть уравнения имеет вид: 

.)()( 2
1

2 xx exUxexf   

Следовательно, правая часть уравнения содержит многочлен пер-

вой степени U1(x)=х, поэтому частное решение также будет содер-

жать многочлен первой степени Р1(x)=Ах+В.  
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Число z=α=2 равно двум корням характеристического уравнения 

k1=k2=2, поэтому r=2 и частное решение должно иметь вид: 

.)()()(* 223222
1

2 xxx eBxAxeBAxxexPxy    (3.23) 

 Для того чтобы определить А и В, подставим частное решение 

в виде (3.23) в исходное уравнение (3.21): 

.*4)*(4)*( 2xxeyуy     (3.24) 

 Отдельно найдем (у*)'' и (у*)': 

;)2223(2)()23()*( 223222322 xxx eBxAxBxAxeBxAxeBxAxy 

.)4824126(
2)2223()4626()*(

2232

223222

x

xx

eBxBxBAxAxAx
eBxAxBxAxeBxAxBAxy





 Подставим (у*)'', (у*)' и у* в (3.24). Сокращая на е2х и приводя 

подобные, получим: 

xBAx  26 . 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях х: 

,0126 0101 xxBxAx   

02,16  BA  

Откуда следует, что А=1/6, В=0. Следовательно, частное решение 

(3.23) имеет вид: .
6
1* 23 xexy   

3) Находим общее решение линейного неоднородного уравнения: 

.
6
1*~ 232

2
2

1
xxx exxeCeCyyy   
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Частный случай 2. Правая часть уравнения не содержит пока-

зательную функцию еαх. В этом случае α=0. Тогда z=α±βi=±βi –

комплексное число, и правая часть уравнения имеет вид: 

.sin)(cos)()( xxVxxUxf mn      (3.25) 

В этом случае частное решение подбирают похожим на правую 

часть уравнения: 

],sin)(cos)([* xxQxxPxy mn
r     (3.26) 

где r – показатель кратности корня характеристического уравнения 

(3.5), который может принимать два значения: 

1) r=0, если число z=±βi не совпадает с корнями характеристиче-

ского уравнения: z==±βi ≠ k1,2=αх±βхi (αх и βх – действительная 

и мнимая части корня характеристического уравнения). 

2)  r=1, если число z=±βi совпадает с мнимыми корнями характе-

ристического уравнения: z=±βi  =  k1,2=±βхi. 

Пример 9. Найти общее решение уравнения:  

.cos4 xyy      (3.27) 

Решение.  

1) Составим линейное однородное уравнение, соответствую-

щее заданному неоднородному уравнению: 

.04  yy     (3.28) 

 Составим характеристическое уравнение: .042 k  

 Находим его корни:  

.21242,1 ik   
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Следовательно, действительная часть комплексного числа 

αх=0, мнимая – βх=2. Тогда общее решение уравнения (3.28) имеет 

вид:  

.2sin2cos 21 xCxCy   

2) Найдем частное решение у*  исходного уравнения (3.27). 

Правая часть уравнения имеет вид: 

.1sin01cos1cos)( xxxxf   

Следовательно, правая часть уравнения содержит многочлены 

нулевой степени U0(x)=1 и V0(x)=0, поэтому в соответствии с (3.26) 

частное решение также будет содержать многочлены нулевой сте-

пени Р0(x)=А и Q0(x)=B.  

Число z=±βi=±1i не равно корням характеристического уравнения 

k1,2=±2i, поэтому r=0 и частное решение должно иметь вид: 

,sincos1sin)(1cos)(* 00 xBxAxxQxxPy   (3.29) 

Для того чтобы определить А и В, подставим частное решение в 

виде (3.29) в исходное уравнение (3.27): 

.cos*4)*( xyy     (3.30) 

 Отдельно найдем (у*)' и (у*)'': 

,cossin)*( xBxAy   .sincos)*( xBxAy   

Подставляя (у*)'' и у* в (3.30), получим: 

.cos)sincos(4sincos xxBxAxBxA   

Приравняем коэффициенты при cosx и sinx: 

.sin0cos1sin4cos4sincos xxxBxAxBxA   

при cosx:     ;3/1;14  ААА  
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при sinx:     .0;04  ВВВ  

Следовательно, частное решение (3.29) имеет вид: .cos
3
1* xy   

3) Находим общее решение линейного неоднородного уравнения: 

.cos
3
12sin2cos*~

21 xxCxCyyy   

 

 

4. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Какое уравнение называется линейным дифференциальным урав-

нением второго порядка? 

2. Какое уравнение называется линейным однородным дифферен-

циальным уравнением второго порядка? 

3. Какое уравнение называется характеристическим? Как оно со-

ставляется? 

4. Сформулируйте теорему о структуре общего решения линейного 

однородного дифференциального уравнения второго порядка? 

5. Какой вид имеет общее решение линейного однородного диффе-

ренциального уравнения второго порядка с постоянными коэф-

фициентами в зависимости от типа корней характеристического 

уравнения? 

6. Какое уравнение называется линейным неоднородным диффе-

ренциальным уравнением второго порядка? 

7. Сформулируйте теорему о структуре общего решения линейного 

неоднородного дифференциального уравнения второго порядка? 
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8. Сформулируйте теорему о структуре частного решения линейно-

го неоднородного дифференциального уравнения второго поряд-

ка, если его правая часть представлена в виде суммы двух функ-

ций? 

9. Изложите способ подбора частного решения линейного неодно-

родного дифференциального уравнения второго порядка с посто-

янными коэффициентами. 
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