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Введение 

Сопротивление материалов – наука, методами которой находятся размеры и формы элементов системы, обеспечивающие им прочность, жесткость и устойчивость при наименьшем количестве материала, идущего на их изготовление.

В отличие от теоретической механики, которая рассматривает тело как абсолютно твердое, сопротивление материалов изучает его деформированное состояние. Однако, при решении своих задач, сопротивление материалов опирается на основы теоретической механики, высшей математики, физики, и изучение предмета без знания этих основ невозможно.
В сопротивлении материалов закладывается фундамент для грамотного проектирования конструкций и деталей. В курсе дисциплины изучаются основные виды деформированного состояния материалов, такие, как растяжение, сжатие, сдвиг, изгиб, кручение, механика развития этих деформаций и приемы оценки прочности.

1. Общие определения

1.1. Основные понятия
Явление изменения формы и угловых размеров тела называется деформацией. Деформация является следствием изменения средних расстояний между частицами (молекулами, атомами, ионами вещества тела).

Деформация, вызванная действиями на тело сил, называется силовой, а, деформация вызванная изменением его температуры – температурной. Совместную силовую и температурную деформацию называют смешанной. 
Силы и изменение температуры, действующие на тело, называют внешними факторами. Приложение к телу внешних факторов называется нагружением. 

1.2. Внешние силы

К внешним силам, действующим на конструкцию, относятся активные силы (нагрузки) и реакции внешних связей. Различают несколько видов нагрузок:

1. Сосредоточенные – распределенные:

а) равномерные (рис. 1(а))
б) неравномерные (рис. 1(б))
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2.  Статические – динамические:

     а)  ударные;
     б)  безударные.
3.  Постоянные – переменные:
     а)  по величине;
     б)  по знаку. 

4. Сосредоточенный момент – пара сил.

1.3. Внутренние силы
Внутренние силы – силы взаимодействия между частицами твердого тела,   припятствующие его деформации. Как всякую систему сил, внутренние силы можно привести к центру тяжести сечения, так как они распределены в сечении бруса. В результате получим  главный вектор R, главный момент сил M (R)  внутренних сил в сечении.
1.4. Метод сечений
Задача метода сечений состоит в определении составляющих главного вектора и главного момента системы  сил упругости, действующих в главном поперечном сечении бруса. (Рис. 2)
[image: image1]
Метод сечения состоит из четырех операций, которые могут быть последовательно записаны начальными буквами своих названий - РОЗУ  (разрезаем, отбрасываем, заменяем, уравновешиваем). Для решения задачи: 

1. Мысленно разрезаем сечением брус (стержень, вал) на две части, например, левую и правую (Рис. 2, а)

2. Одну из частей отбрасываем и рассматриваем оставшуюся, например, правую часть (Рис. 2, б)

3. Заменяем действие отброшенной части на оставшуюся системой сил упругости, непрерывно распределенной по сечению, которую приводим к главному вектору сил R и вектору главного момента M.
Главный вектор внутренних сил, действующий в рассматриваемом сечении нагруженного бруса, равен сумме всех внешних сил, приложенных по одну сторону от сечения
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Главный момент внутренних сил, действующих в рассматриваемом сечении нагруженного бруса, относительно центра тяжести сечения равен сумме моментов всех внешних сил, приложенных по одну сторону от сечения.

M(R)=
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Проецируя главный вектор и главный момент на координатные оси, получаем шесть составляющих: три составляющие главного вектора и три составляющие главного момента, которые называются  внутренними силовыми факторами:  
R=N+Qy+Qz,

где N – продольная сила, Qy Qz – поперечные силы.

M(R)=Mx+My+Mz,
где Mx=T -  крутящий момент,

My, Mz – изгибающие моменты.

4. Так как отсеченная часть должна находиться в равновесии, то будут удовлетворяться шесть уравнений статики:

Σx=0  ;         Σmx=0   ;
Σy=0  ;         Σmy=0   ;
Σz=0  ;         Σmz=0   ;
1.5. Напряжение

Было отмечено, что в поперчном сечении стержня действуют не сосредоточенные внутренние усилия N, Q, T и т.д., а непрерывно распределенные силы, интенсивность которых может быть различной в разных точках сечения и вразном направлении.
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Как же измерить интенсивность внутренних сил в данной точке данного   сечения, например в точке В (Рис. 3.1)?
Выделим вокруг точки В малую площадку ΔА. Пусть ΔR - равнодействующая внутренних сил, дейсвующая на эту площадку.
Рис. 1.12
Тогда среднее значение внутренних сил, приходящихся на единицу площади ΔА рассматриваемой площадки, будет равно
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Величина  pm  называется  средним   напряжением.   Она   ха​рактеризует среднюю интенсивность внутренних сил. 
Величина р называется истинным напряжением или просто напряжением в данной точке данного сечения. Упрощенно мож​но сказать, что напряжением называется внутренняя сила, при​ходящаяся на единицу площади в данной точке данного сечения.
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Как видно из формулы (1.1), размерность напряжения
[сила] / [площадь].
Единица напряжения — Паскаль, сокращенно 
Па = Н/м2 =м -1*кг*с-2.
Так как при этом реальные значения напряжений будут выражаться очень большими числами, то следует применять крат​ные значения единиц, например МПА (мегапаскаль) = 106 Па.
Полное напряжение р можно разложить на две составляю​щие (рис. 1.13, а):
1) составляющую,   нормальную   к  плоскости  сечения.   Эта составляющая обозначается а и называется нормальным напряжением;
2) составляющую, лежащую в плоскости сечения. Эта со​ставляющая обозначается ( и называется касательным напря​жением. Касательное напряжение в зависимости от действую​щих сил может иметь любое направление в плоскости сечения.
Для удобства т представляют  в  виде двух составляющих  по направлению координатных осей (рис. 1.13,б).
Принятые обозначения напряжений показаны на рис. 1.13, б.

У нормального напряжения ставится индекс, указывающий, какой координатной оси параллельно данное напряжение. Растягивающее нормальное напряжение считается положительным, сжимающее — отрицательным. Обозначения касательных на​пряжений снабжены двумя индексами: первый из них указыва​ет, какой оси параллельна нормаль к площадке действия данно​го напряжения, а второй — какой оси параллельно само напря​жение.
Разложение полного напряжения на нормальное и касатель​ное имеет определенный физический смысл. Нормальное напря​жение возникает, когда частицы материала стремятся отдалить​ся друг от друга или, наоборот, сблизиться. Касательные напря​жения связаны со сдвигом частиц материала по плоскости рассматриваемого сечения.
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Рис. 1.15
Рис.  1.14
Если мысленно вырезать вокруг какой-нибудь точки тела элемент в виде бесконечного малого кубика, то по его граням в общем случае будут действовать напряжения, представленные на рис. 1.14.
Совокупность напряжений на всех элементарных площадках, которые можно провести через какую-либо точку тела, называет​ся напряженным состоянием в данной точке.
Если по граням кубика действуют одни только нормальные напряжения, то они называются главными, а площадки, на которых они действуют, называются главными площадками.
Можно доказать, что в каждой точке напряженного тела существуют три главные взаимно перпендикулярные площадки.
Главные напряжения обозначают (1, (2, и (3. При этом большее (с учетом знака) главное напряжение обозначается (1, а меньшее  (с учетом знака) обозначается (3.
Различные виды напряженного состояния классифицируют​ся в зависимости от числа возникающих главных напряжений.
Если отличны от нуля все три главных напряжения, то напряженное состояние называется трехосным или объемным (рис. 1.15)
Если равно нулю одно из главных напряжений, то напряжен​ное состояние называется двухосным или плоским.
Если равны нулю два главных напряжения, то напряженное состояние называется одноосным или линейным.
1.6. Деформации и перемещения
Как было отмечено ранее, все тела под действием приложен​ных к ним внешних сил в той или иной степени деформируются, т. е. изменяют свои размеры или форму либо и то и другое однов​ременно.
Изменение линейных размеров тела или его частей называет​ся линейной, а изменение угловых размеров — угловой деформа​циями.
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При этом увеличение раз​меров тела называется удлине​нием, а уменьшение размеров - укорочением.
Если деформации изменя​ются по объему тела, то гово​рят о деформации в данной точ​ке тела, в определенном направ​лении.
Если на поверхности тела, вблизи исследуемой точки, нане​сти весьма малый прямоугольник 1234 (рис. 1.7, а), то в резуль​тате деформации этот прямоугольник в общем случае примет вид параллелограмма 1' 2' 3' 4'  (рис. 1.7, б).
Длины сторон прямоугольника изменятся (увеличатся или уменьшатся), а стороны повернутся по отношению к первона​чальному положению.
Если, например, длина стороны 23 изменится на величину Δs, то отношение
называется средней линейной деформацией  (в данном случае средним удлинением)  в точке 2.
Изменение первоначального прямого угла между сторонами рассматриваемого прямоугольника y =  
[image: image9.wmf]b

a

+

 будет характеризо​вать угловую деформацию (или угол сдвига) в данной точке.
Опыт показывает, что деформации, как линейные, так и угло​вые, могут после снятия нагрузки или полностью исчезнуть, или исчезнуть лишь частично (в зависимости от материала и величи​ны нагружения).
Деформации, исчезающие после разгрузки тела, называются упругими, а свойство тел принимать после разгрузки свою первоначальную форму называется упругостью.
Деформации же, сохраняемые телом и после удаления на​грузки, называются остаточными или пластическими, а свойство материалов давать остаточные деформации называется пластич​ностью.
Зная деформации тела во всех его точках и условия закреп​ления, можно определить перемещения всех точек тела, т. е. указать их положение (новые координаты) после деформа​ции. Для нормальной эксплуатации сооружения деформации его отдельных элементов должны быть, как правило, упругими, а вызванные ими перемещения не должны превосходить по величине определенных допускаемых значений. Эти условия, выраженные в форме тех или иных уравнений, называются условиями жесткости. В некоторых случаях допускаются неболь​шие пластические деформации (для конструкций из железобето​на, пластмасс и для конструкций из металла при действии высо​ких температур).
 1.7. Основные допущения (гипотезы), принятые в 
сопротивлении материалов
1. Материал конструкции считается сплошным и однородным, т.е. допускается, что однородная масса заполняет объем тела сплошным образом без пустот.

2. Материал тела изотропен, т.е. свойства по всем направлениям одинаковы.

3. Свойство малого элемента, выделенного в любом месте рассматриваемого тела те же, что и всего тела.

4. Предлагается малость деформации тела, а так же малость перемещений его точек по сравнению с геометрическими размерами самого тела.
5. Справедлив принцип независимости действия сил (принцип суперпозиции), результат воздействия  на конструкцию системы нагрузок равен сумме результатов воздействие каждой нагрузки в отдельности.

6. Поперечные сечения бруса, плоские и нормальные к оси бруса до приложения к нему нагрузки, остаются плоскими и нормальными к его оси при действии нагрузки (гипотеза плоских сечений или гипотеза Бернулли).

7. Ко всему телу и каждой отдельной его части применения уравнения механики твердого тела.
2. Центральное растяжение – сжатие
2.1 Продольная сила
Центральное растяжение – сжатие – это такая деформация, вызванная силами или системами сил, при которой в поперечном сечении возникает только продольная сила (растягивающая или сжимающая), а все остальные  внутренние силовые факторы равны нулю.

Продольная сила представляет собой равнодействующую внутренних нормальных напряжений, возникающих в поперечном сечении бруса, численно равную алгебраической сумме проекций на продольную ось всех внешних сил, расположенных по одну сторону от сечения: 
N=

Fxi
При растяжении продольную силу следует считать положительной, а при сжатии – отрицательной.
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Значение продольной силы N  в каждом частном случае можно определить методом сечений. После нахождения числовых значений продольных сил, строим эпюру.

Эпюра внутреннего усилия – график изменения внутреннего усилия по длине бруса. Цель построения эпюры – определить качественную и количественную картину деформации бруса, наиболее нагруженные участки или сечения.

Продольная сила N, возникающая  в поперечном сечении бруса, представляет собой равнодействующую внутренних нормальных сил, распределенных по площади поперечного сечения. Продольная сила связана с возникающим в этом сечении нормальным напряжением зависимостью.

N=
[image: image10.wmf]ò
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σdA,

где σ – нормальное напряжение;

dA – площадь элементарной площадки;

A – площадь поперечного сечения бруса.

2.2 Определение напряжений и деформаций

При растяжении – сжатии в каждом поперечном сечении возникают внутренние нормальные напряжения, которые распределяются равномерно по сечению

σ=
[image: image11.wmf]A
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где N – продольная сила в рассматриваемом сечении,

A – площадь поперечного сечения.

В соответствии с законом Гука напряжение и линейная деформация в направлении оси x прямо пропорциональны:

σ=Eε
Коэффициент пропорциональности E – модуль упругости первого рода характеризует упругие свойства материала, т.е. способность ее сопротивляться действию внешних нагрузок.

В инженерной практике часто необходимо знать величину не относительного, а абсолютного удлинения, поэтому закон Гука пишут в развернутом виде т.к.

σ=Eε; σ= 
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; ε=
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тогда Δℓ=
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Если продольная сила и площадь сечения зависят от координаты сечения, то:
Δℓ=
[image: image15.wmf]ò
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Перемещение сечения на ί–м участке бруса относительно неподвижного сечения равно сумме деформаций всех предыдущих ί–1 участков и деформации рассматриваемой части ί – го участка, т.е.
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В стержнях с заделкой за неподвижное сечение принимают заделку.

2.3 Расчеты на прочность при центральном растяжении – сжатии
Для обеспечения прочности стержня под действием внешних нагрузок, необходимо ограничить максимальное нормальное напряжение с допускаемым.
Из условий прочности производим проектный расчет – определяем площадь, а затем размеры сечения под заданную нагрузку, предварительно выбрав материал и форму сечения:

σmax =
[image: image18.wmf]A

N

max

≤[σ]

[image: image19.wmf][

]

s

N

А

³

 
При определении размеров сечения следует руководствоваться рекомендациями ГОСТ 6636 – 69 на нормальные размеры (см. приложение 1)

Задание 1

Для ступенчатого бруса построить эпюру продольных сил, нормальных напряжений и перемещений относительно жесткой закладки. Из условия прочности подобрать размеры квадратного поперечного сечения.

Данные для различных вариантов приведены в таблице 1.
Пример
Построить эпюру продольных сил N, нормальных напряжений σ и перемещений (. Из расчета на прочность подобрать размер стороны квадрата поперечного сечения, если заданы P1=10kH; P2=16kH; P3=8kH; a=2,4м; b=1,4м; Е=2(105МПа; [σ]=160МПа; А2=2А1. (рис. 6)
Решение:

1. Определяем реакцию заделки R, предварительно произвольно направляя. Определяем реакцию R из условий равновесия, т.е. сумма проекции всех сил на продольную ось бруса должна быть равна нулю:

Σx=0; R+P1+P2-2P3=0

R= -P1-P2+2P3=-10-16+2(8= -10kH

Используем в этой задаче только одно уравнение равновесия. Остальные два уравнения тождественно удовлетворяются: сумма проекции всех сил на ось, перпендикулярную продольной оси всегда равна нулю, т.к. равна нулю каждая проекция.

Сумма моментов относительно любой точки, лежащей на продольной оси, также будет равна нулю, т.к. она не создает момента.
Знак минус для реакции свидетельствует, что направление опорной реакции выбрано не верно и следует изменить направление вектора на противоположное.
2. Разбиваем брус на участки (получаем пять участков), проводим произвольные сечения на каждом участке, задаем координаты сечения.

3. Определяем продольную силу по участкам. Строим эпюру продольных сил. 

I участок: 0≤x1≤b
N1=0, т.к. в правой стороне от сечения отсутствуют внешние нагрузки.

II участок: 0≤x2≤b. Продольное усилие равно сумме всех внешних сил, действующих по правую сторону от сечения.

N2=-2P=-2(8=-16kH
IIIучасток: 0≤x3≤а

Продольная  сила равна сумме всех сил, действующих по правую сторону от сечения.

N3= -2P3= -2(8=-16kH

IV участок: 0≤x4≤а


N4=-2P3+P2=-2(8+16=0


V участок: 0≤x5≤а

N5=-2P3+P2+P1=-2(8+16+10=10kH

Строим эпюру продольных сил. Три скачка на эпюре соответствуют трем сосредоточенным силам, действующим на брус, включая реакцию в заделке.


[image: image20]
4. Для определения опасного участка бруса, в котором возникают  максимальные напряжения, строим эпюру напряжения в общем виде:

I участок: σ1=
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II участок σ2=
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III участок σ3=
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IV участок: σ4=
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V участок: σ5=
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5. Анализ эпюры нормальных напряжений показывает, что наиболее нагруженным, т.е. опасным является V участок, на котором действуют максимальные напряжения. Исходя из условий прочности определяем сторону квадрата:

σmax = 
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На основании ГОСТ 6636-69. нормальные линейные размеры  из ряда Ra20 принимаем bn=0,8(10-2м
Определяем максимальное напряжение на V участке при выбранном размере bn.

A1=bh2=(0,8(10-2)2=0,64(10-4м2
σmax=
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Недогрузка составляет:
∆=
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что соответствует допустимым нормам.

6. Определяем нормальное напряжение по участкам:
I участок σ1=0
II участок σ2=
[image: image30.wmf]=
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III участок σ3=-8/А1=
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IV участок σ4=0
V участок σ5= σmax= 156МПа

7. Определяем уравнение для перемещений сечений относительно заделки. Для простоты решения границы участков обозначим буквами (A,B,C,D,E). Перемещение в жесткой заделке всегда равно нулю.

δA=0

Перемещение в точке В складывается из перемещения в точке А и перемещения всего звена АВ:

 δB = δA+ δAB= δA+
[image: image33.wmf]+
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Перемещение в точке С относительно заделки равно сумме деформаций точки В и участка ВС:

δC=δB+δBC=δB+
[image: image35.wmf]=
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Перемещение в точке D равно сумме перемещения точки C и участка CD:
δD=δC+δCD=δD+
[image: image36.wmf]=
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Перемещение в точке E равно сумме перемещения точки D и участка DE:
δE=δD+δDE=δD+
[image: image37.wmf]=
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Перемещение в точке F складывается из перемещения в точке E и перемещение участка EF:

δF=δE+δEF=δE+
[image: image38.wmf]=
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По полученным значениям строим эпюру перемещений.
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Таблица 1.

	№ вариант
	P1,kH
	P2,kH
	P3,kH
	a, м
	[σ], МПа
	в,м

	1
	2
	26
	13
	1,2
	110
	3,6

	2
	4
	24
	14
	1,3
	120
	3,5

	3
	6
	22
	15
	1,4
	125
	3,4

	4
	8
	20
	16
	1,5
	115
	3,3

	5
	10
	18
	17
	1,6
	130
	3,2

	6
	12
	16
	18
	1,7
	135
	3,1

	7
	14
	17
	19
	1,8
	140
	3,0

	8
	16
	14
	20
	1,9
	145
	2,9

	9
	18
	12
	2
	2,0
	150
	2,8

	10
	20
	10
	3
	2,1
	155
	2,7

	11
	22
	8
	4
	2,2
	160
	2,6

	12
	24
	6
	5
	2,3
	165
	2,5

	13
	26
	4
	6
	2,4
	170
	2,4

	14
	3
	25
	7
	2,5
	175
	2,3

	15
	5
	23
	8
	2,6
	180
	2,2

	16
	7
	21
	9
	2,7
	185
	2,1

	17
	9
	19
	10
	2,8
	120
	2,0

	18
	11
	17
	21
	2,9
	130
	1,9

	19
	13
	11
	22
	3,0
	140
	1,8

	20
	15
	13
	23
	3,1
	150
	1,7

	21
	17
	9
	24
	3,2
	160
	1,6

	22
	19
	7
	25
	3,3
	170
	1,5

	23
	21
	5
	11
	3,4
	180
	1,4

	24
	23
	3
	12
	3,5
	115
	1,3

	25
	25
	2
	13
	3,6
	125
	1,2


3. Кручение

3.1 Крутящий момент

Кручением называется такой вид деформации, при котором в поперечном сечении стержня возникает только крутящий момент T, а все остальные внутренние силовые факторы равны нулю. Стержень, работающий на кручение, принято называть валом.

Крутящий момент представляет собой результирующий момент всех внутренних касательных напряжений в рассматриваемом сечении и равен алгебраической сумме внешних скручивающих моментов, приложенных по одну сторону от сечения,
T=
[image: image41.wmf]ò
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τρdA=
[image: image42.wmf]å
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Условно принято считать крутящий момент положительным, если при взгляде в торец отсеченной части вала этот момент будет направлен по ходу

часовой стрелки

[image: image43]
Внешние скручивающие моменты, как и внешние силы, могут быть сосредоточенными и распределенными.
3.2. Определение напряжения и деформаций при кручении 
вала круглого сечения
В каждом сечении вала при кручении возникают касательные напряжения, которые в произвольной точке сечения определяется по формуле:


[image: image44.wmf]r
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где Т – крутящий момент в сечении вала,

ρ – расстояние от центра сечения до точки, в которой определяется напряжение,

Jρ  - полярный момент инерции сечения.
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Для круглого сплошного сечения: 
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Для кольцевого сечения:
[image: image376.emf] 
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Jρ=                       (1-£4)=0,1d4(1-£4), £=
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[image: image46]
Максимальные касательные напряжения возникают на контуре сечения:

τmax=
[image: image47.wmf]r
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где Wρ=
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 - полярный момент сопротивления сечения.

Для круглого сплошного сечения:

Wρ=
[image: image50.wmf]p

d3/16=0,2d3
Для круглого кольцевого сечения вала;

Wρ=
[image: image51.wmf]16
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Если крутящий момент и диаметр сечения на участке вала зависят от координаты x, то угол закручивания сечения относительно начального сечения: 

φx=
[image: image52.wmf]ò
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где G – модуль упругости второго рода.

Угол закручивания сечения на ί-м участке относительно неподвижного сечения равен сумме углов закручивания всех предыдущих ί – 1 участков и угла закрывания данного сечения с координатной xi  относительно начального сечения ί участка, т.е.

φ0-x=  
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 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf]ò

+

i

X

0

 
[image: image56.wmf]×

×

i

i

i

J

G

dx

T

r


Для неподвижного вала угол закручивания целесообразно определить относительно заделки. Для вращающегося вала за неподвижное сечение следует принять сечение, на котором установлен ведущий шкив или ведущее зубчатое колесо.
3.3. Расчеты на прочность при кручении

Расчет на прочность при кручении основан на условии прочности:
τmax=
[image: image57.wmf]r
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где [τ] – допускаемое касательное напряжение.

Определение диаметра сечения под заданную нагрузку (проектный расчет) при предварительном выборе материала производится по формуле:

d > 
[image: image58.wmf][
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При определении диаметра сечения следует руководствоваться рекомендациями ГОСТ 6636 – 36 на нормальные размеры (см. Приложение1).

Задание 2

Построить эпюры: крутящих моментов, максимальных касательных напряжений и углов закручивания для вала. Из условия прочности определить диаметр стального вала сплошного круглого сечения. Данные для различных вариантов приведены в таблице 2.

Пример

Для вала построить эпюру крутящих моментов T, максимальных касательных напряжений τmax и углов закручивания φ. Из условий прочности определить диаметр сплошного круглого сечения, если заданы:

а=2,4м; b=1,4м; M1=5kHм; M2=22kHм; M3=10kHм; [τ]=80МПа; G=0,4E.

Решение:

1. Определить опорный момент в  жесткой заделке, составляя уравнение равновесия моментов относительно оси х:

ΣMx=0; -M1-M2+M3- MА=0;

MА=- M1- M2+ M3=-5-22+10=-17kHм

2. Разбиваем вал на III участка.
3. Определяем по участкам крутящие моменты и строим эпюру крутящих моментов.

I участок: T1+M1=0; T1=-M1-M2=-5kHм

II участок: T2+M1+M2=0; T2= -M1-M2=-5-22=-27kHм
III участок: T3+M1+M2-M3; T3 =-M1-M2+M3=-5-22+10=-17kHм.

Строим эпюру T на каждом участке. Так как крутящий момент на участке постоянный, то графики – прямые, параллельные оси х.

Скачки на эпюре должны быть в сечениях, где приложен сосредоточенный момент, и величина скачка соответствует значениям этих моментов.

4. Определяем максимальные касательные напряжения и строим эпюру τmax в общем виде.

I участок τmax1=
[image: image59.wmf]r
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II участок  τmax2=
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III участок τmax3=
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По полученным значениям строим эпюру τmax, т.к. τmax= const, значит графики – прямые, параллельные оси х.

5. Анализ эпюры τmax  показывает, что наиболее нагруженным, т.е. опасным является II участок, на котором действуют максимальные по абсолютной величине максимальные касательные напряжения. Исходя из условия прочности определяем диаметр вала в опасном сечении:

|max τmax|=TII/Wρ=135/d3≤[τ]
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Согласно ГОСТ 6636-69 «Нормальные линейные размеры» из ряда Ra 40 выбираем  dH=1,2·10-1м

Максимальное напряжение в опасном сечении вала:

τmax=TII/d3H·0,2=27·103/0,2(1,2·10-1)3=78·106Па=78МПа

τmax<[τ]

Недогрузка составит:

∆=
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 что соответствует допустимым нормам.
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6. Определяем максимальные напряжения по участкам:
τ Imax= 
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7. Определяем углы закручивания сечения относительно жесткой заделки, строим эпюру углов закручивания.

Определять углы закручивания, начинаем со стороны жесткой заделки. Для простоты решения, обозначим границы участков точками (A,B,C,D).
Угол закручивания в точке А равен нулю.

[image: image377.emf] 

y3 

Угол закручивания в точке В складывается из угла закручивания в точке А и угла закручивания участка АВ:

где   
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[image: image378.wmf]4
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Угол закручивания в точке С равен сумме угла закручивания в точке В и звена ВС:
Угол закручивания в точке D равен сумме угла закручивания в точке С и угла закручивания звена CD:
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Строим эпюру углов закручивания по полученным значениям.
[image: image379.wmf]2
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Таблица 2.

	№ варианта
	М, кНм
	а, м
	в, м
	[τ], МПа

	
	М1
	М2
	М3
	
	
	

	1
	2,0
	1,5
	4,5
	1,1
	2,7
	40

	2
	8,5
	2
	1,5
	1,2
	2,6
	45

	3
	8,0
	2,5
	3,0
	1,3
	2,5
	50

	4
	9,0
	3
	1,5
	1,4
	2,4
	55

	5
	7,5
	3,5
	2,0
	1,5
	2,2
	60

	6
	7,0
	4
	3,5
	1,6
	3,4
	65

	7
	6,5
	4,5
	3,0
	1,7
	3,3
	70

	8
	6,0
	5
	4,5
	1,8
	3,2
	75

	9
	5,0
	5,5
	4,5
	1,9
	3,1
	80

	10
	5,5
	6
	4,0
	2,0
	3,0
	85

	11
	4,0
	6,5
	3,5
	2,2
	2,9
	90

	12
	4,5
	7
	2,5
	2,4
	2,8
	95

	13
	3,0
	7,5
	2,0
	2,6
	2,6
	60

	14
	3,5
	8
	5,5
	2,8
	2,4
	65

	15
	2,0
	8,5
	5,0
	2,9
	2,2
	70

	16
	2,5
	9
	4,5
	3,0
	2,0
	75

	17
	1,5
	9,5
	4,0
	3,1
	1,9
	80

	18
	8,0
	2
	5,5
	3,2
	1,8
	40

	19
	8,5
	2,5
	3,0
	3,3
	1,7
	45

	20
	7,5
	3
	3,5
	3,4
	1,6
	50

	21
	7,0
	3,5
	4,5
	2,2
	1,5
	55

	22
	6,5
	4
	7,0
	2,4
	1,4
	60

	23
	6,0
	4,5
	3,5
	2,5
	1,3
	85

	24
	3,5
	5
	8,5
	2,6
	1,2
	90

	25
	4,0
	5,5
	8,0
	2,7
	1,1
	65


4. Геометрические характеристики плоских сечений

При изгибе, кручении и т.д. существенно влияет на прочность и жесткость не только величина площади, но и форма, и положение площади относительно осей. Для учета этого влияния в расчетах существуют так называемые геометрические характеристики.
[image: image381.bmp]4.1. Понятие о моментах инерции сечения


[image: image76]       Sx =
[image: image77.wmf]ydA

A

ò

 
                                                         
[image: image78.wmf]xdA

S

A

y

ò

=


Статическим моментом сечения относительно некоторой оси называется сумма произведений площади бесконечно малых площадок dA на их расстояние до этой оси.

Повышая под интегралом степени координат, получим новые характеристики, называемые осевыми моментами инерции: 
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Центральным моментом инерции сечения относительно некоторых двух взаимно перпендикулярных осей называется сумма произведений площадей бесконечно малых площадок dA на их расстояние  до этих осей: 
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Полярным моментом инерции сечения относительно некоторой точки (полюса) называется сумма произведений площадей бесконечно малых площадок dA на квадрат расстояний до этой точки:
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[image: image382.bmp]4.2. Изменение осевых моментов инерции при параллельном
переносе осей координат
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Перенесем оси параллельно старым на расстояния а и b, тогда: x1=x+a, y1=y+b.
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Аналогично определим и Jy1
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в этих формулах Sx Sy – статические моменты фигуры относительно осей ОХ и OY.
Если эти оси центральные, т.е. проходящие через центр тяжести  сечения, то статические моменты относительно их равны нулю (Sx=0, Sy=0). Тогда 
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Складывая эти два уравнения и учитывая, что 
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, получим форму для определения  полярного момента инерции:
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4.3. Определение центробежного момента при параллельном 
переносе оси координат
Пусть известен центробежный момент инерции координат OXY:
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В новой системе координат центробежный момент определяется (см. рис. 12).
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4.4. Изменение осевых и центральных моментов инерции 
при повороте осей координат


[image: image93]
Предположим, что моменты инерции Jx , Jy , Jхy данного сечения  в системе координат x, y известны. Возьмем новую систему координат ОХ1 У1, повернутую на определенный угол £ относительно ОХУ. 
Угол £ считается положительным, когда для перехода от старой системы координат к новой, поворот старых координатных осей на новый угол происходит против хода часовой стрелки.

Определим координаты x1 и y1 площадки dA в новой системе координат:

х1=OB=OA+AB, OA=OD=cos£=x·cos£
AB=DC=y·sin£

x1=xcos£+ysin£

y1=O1B=O1C-BC

O1C=O1Dcos£=y cos£
BC=AD=x sin£

y1=у cos£ - xsin£

Зная новые координаты x1 и y1 элементарной площадки dA, определим моменты инерции:
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По аналогии:
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Если сложить величины моментов инерции относительно осей  х1 и y1, то получим равенство:
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Центробежные моменты инерции при повороте осей координат определяются:
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4.5. Главные оси и главные моменты инерции

Главными осями инерции называются оси, для которых центробежный момент инерции равен нулю.

Главными моментами инерции называется осевые моменты инерции, вычисленные относительно главных осей. Угол поворота осей координат для определения главных осей инерции определяем из выражения:
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£

2

sin

2

)

(

2

cos

y

x

xy

J

J

J

-

=



[image: image101.wmf]y

x

xy

J

J

J

tg

-

-

=

2

2


4.6. Эллипс инерции

Радиусом инерции фигуры относительно какой-либо оси называется величина:
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где Jx – осевой момент инерции;

А – площадь фигуры.

Если Jx и Jy главные моменты инерции, то 
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- главные радиусы инерции.


[image: image105]                                 
Строим эллипс в осях координат, взяв за полуоси радиусы инерции фигуры ix и iy, отложив радиус iy перпендикулярно к оси y и ix перпендикулярно к оси х .

Этот эллипс называется центральным эллипсом инерции фигуры. 

Если моменты инерции относительно двух главных осей равны между собой ix=iy=i, то эллипс инерции обращается в круг инерции, при этом для таких сечений  все оси являются главными осями (круг, кольцо, квадрат и др.).

Задание 3

Для сложного сечения, состоящего из уголка, швеллера или двутавра, пластины, определить главные центральные моменты инерции. Данные для различных вариантов приведены в таблице 4.

Пример

Найти главные центральные моменты инерции сложного плоского сечения, состоящего из неравнобокого уголка (125·80·10), швеллера №24а и двутавра №24а. (рис. 16)
Решение:
1.  На миллиметровой бумаге выполнить заданное плоское сечение в масштабе и указать на чертеже все соответствующие размеры. (рис. 20)
2. Сложное сечение разбить на простейшие фигуры (уголок, швеллер, прямоугольник, двутавр)

3. Подсчитать площадь всей фигуры как сумму простейших фигур: А=А1+А2+А3 
По таблицам приложений: 
А1=19,70 см2 – площадь неравнобокого уголка.     
А2=32,90см2 – площадь швеллера.

А3=37,5 см2 – площадь двутавра. 

А=19,70+32,90+37,5=90,1см2 

Через центр тяжести каждой фигуры провести координатные оси.

4. Определяем осевые и центральные моменты инерции для каждой фигуры относительно своих осей:

а) неравнобокий уголок


                                                                         Рис. 17
Осевые моменты:

Х1=y1=4,14см: y1=x0=-1,92см

Jx1=Jy=100,0см4
Jy1=Jx=312.0см4
а=8см
в=12,5см
Центробежные моменты:
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JVmax= Jx1+Jy1-JUmin=100+312-59,3=352,7см4
JUmin=59,3см4; tg£=0,404; £=220
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б) швеллер (по таблице (Приложение 3)) осевые моменты:



Рис. 18
 Центробежные моменты:

Jx2y2=0, т.к. ось х2 является осью симметрии швеллера.

в) балка двутавровая.
                                                                  
H=24,0см; b=12,5см; d=0,56см



Рис. 19
5.  Выбрать вспомогательные оси координат Хв и Yв таким образом, чтобы вся фигура находилась в одной из четверти.

6. Определить статические моменты каждой простейшей фигуры относительно осей Хв и Yв:

Sx1=A1·y1=19,70·1,92=37,82см3
Sy1=A1(b-x1)=19,7·(12,5-4,14)=164,69см3
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Sy2=A2(b+Z0)=32,90·(12,5+3,01)=510,28см3
Sx3=A3(h+
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)37,5(24+
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)=910,5см3
Sy3=A3·
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7. Определяем статические моменты всей фигуры относительно вспомогательных осей:

Sxb=Sx1+Sx2+Sx3=37,82+394,9+910,5=1343,22см3
Syb=Sy1+Sy2+Sy3=164,69+510,28+450=1124,97см3
8. Вычислить координаты центра тяжести всего сечения:
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9. На чертеже плоского сечения на носим положение новых центральных координатных осей хс и yc, проходящих через центр тяжести сложного сечения, проводя их параллельно осям Хв и Yв.

10. Определяем значение осевых моментов инерции отдельных частей сечения и всего сечения относительно центральных осей хс и yc по формуле: 
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 EMBED Equation.3  [image: image118.wmf]4
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11. Определяем центробежные моменты инерции каждой фигуры и всего сечения относительно центральных осей Хс и Yс:
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12. Определяем положение главных центральных осей инерции. Для чего поворачиваем центральные оси на угол £, который определяем по формуле:
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tg£=-0,183; £=-10037/<0.


     Причем, положительное значение £ откладываем против хода часовой стрелки, а отрицательное – по ходу.


Значит, главные центральные оси откладываем на чертеже по ходу часовой стрелки.

13. Определяем главные осевые моменты инерции с помощью формул перехода к повернутым осям:
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14. Производим проверку, не забывая, что:
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15. Определяем главные центральные радиусы инерции:
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На чертеже откладываем главные центральные радиусы инерции, причем по оси x - 
[image: image134.wmf]i

y

, по оси y - 
[image: image135.wmf]i

x

 и строим эллипс.






Рис. 20

Масштаб 1:2 


Таблица 3.

	№ варианта
	Номер профиля
	Размеры
	Номер профиля

	
	Уголка
	Прямоугольника
	Швеллера
	Двутавра

	
	Равнобок.
	Неравнобок.
	а (см)
	В (см)
	
	

	1
	4
	3,2/2
	8,0
	3,2
	12
	10

	2
	4,5
	4/2,5
	8,5
	3,4
	14
	12

	3
	5
	4,5/2,8
	9,5
	3,6
	14а
	14

	4
	5,6
	5/3,2
	10,0
	3,8
	16
	16

	5
	6,3
	6,3/4,0
	10,5
	4,0
	16а
	18

	6
	7
	5,6/3,6
	11,0
	4,2
	18
	18а

	7
	7,5
	7/4,5
	11,5
	4,4
	18а
	20

	8
	8
	8/5
	12,0
	4,5
	20
	20а

	9
	9
	7,5/5
	12,5
	4,8
	20а
	22

	10
	10
	9/5,6
	13,0
	5,0
	22
	22а

	11
	11
	10/6,3
	15,0
	5,2
	22а
	24

	12
	12,5
	11/7
	14,0
	5,4
	24
	24а

	13
	14
	12,5/8
	15,5
	5,6
	24а
	27

	14
	16
	14/9
	16,0
	5,8
	27
	27а

	15
	18
	16/10
	16,5
	6,0
	30
	30

	16
	20
	18/11
	17,0
	6,2
	33
	30а

	17
	22
	20/12,5
	17,5
	6,4
	36
	33

	18
	25
	25/16
	18,0
	6,6
	40
	36

	19
	8
	7,5/5
	13,5
	5,1
	18
	18

	20
	9
	8/5
	14,5
	5,3
	18а
	18а

	21
	10
	7,5/5
	12,0
	4,3
	20
	20

	22
	11
	9/5,6
	12,5
	4,4
	20а
	20а

	23
	12,5
	10/6,3
	13,0
	4,7
	22
	22

	24
	14
	11/7
	13,5
	4,9
	22а
	22а

	25
	16
	12,5/8
	14,0
	5,0
	24
	24
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5. Изгиб
5.1. Поперечная сила и изгибающийся момент
Изгибом называют такой вид деформаций стержня, который вызван системой сил, перпендикулярных оси стержня, и пар сил, лежащих в одной из главных плоскостей стержня. Главная плоскость – плоскость, проходящая через ось стержня и одну из главных центральных осей инерции сечения. 

При таком изгибе в каждом сечении стержня действуют только два внутренних силовых фактора: поперечная сила и изгибающий момент.

Стержень, работающий на изгиб, называется балкой.

Поперечная сила (Q) – результирующая всех внутренних касательных напряжений в поперечном сечении балки, численно равная алгебраической сумме всех внешних сил, приложенных по одну сторону от сечения:

                                                               
[image: image138.wmf]Fi
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[image: image139]
Изгибающий момент (М) – результирующий момент всех нормальных напряжений в поперечном сечении балки относительно оси, проходящей через центр тяжести и перпендикулярной плоскости действия нагрузки, численно равный алгебраической сумме моментов всех внешних нагрузок, приложенных по одну сторону от сечения, т.е.
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При построении эпюр применяют правило знаков, зависящее от того, какое сечение рассматривается – левое или правое.

[image: image141]
Между внешней нагрузкой, в частности интенсивностью распределенной нагрузки q, поперечной силой Q и изгибающим моментом М имеются дифференциальные зависимости:
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Эти зависимости позволяют установить правила, которые определяют характер эпюр Q и М и применяются для контроля правильности их построения:

1. Если на участке отсутствует распределенная нагрузка, т.е. q=0, то эпюра Q на этом участке представляет собой прямую, параллельную так называемой нулевой оси, а эпюра М – наклонную

2. На участке с равномерно распределенной нагрузкой, т.е. q=const, эпюра Q – наклонная прямая, эпюра М – квадратичная парабола, выпуклостью направленная навстречу q.
3. Если на участке Q>0, то М возрастает, если Q<0, то М убывает, если Q=0, то М=const.

4. Если перерезывающая сила Q пересекает так называемою нулевую ось, то в сечении где Q=0, изгибающий момент имеет экстремальное значение.

5. В сечении, где приложена сосредоточенная сила, эпюра Q имеет скачок на величину значения силы, на эпюре М скачкообразно изменяется угол наклона эпюры.

6. В сечении, где приложен сосредоточенный момент, на эпюре М – скачок на значение сосредоточенного момента.

7. Если в шарнирной опоре не приложен сосредоточенный момент, то М в опоре равен нулю.
5.2. Напряжение и деформации

В случае равенства нулю поперечных сил изгиб называют чистым, а при наличии поперечных сил имеет место так называемый поперечный.

При чистом изгибе в каждом сечении возникают нормальные напряжения, а при поперечном изгибе возникают как нормальные, так и касательные напряжения.

Касательные напряжения в рассматриваемых нами примерах, намного меньше нормальных, поэтому при расчетах на прочность или пренебрегаем.

Нормальные напряжения при изгибе в произвольной точке поперечного сечения определяются по формуле:
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где Mz -  изгибающий момент в сечении, Jz – момент инерции поперечного сечения относительно оси z; y – координата точки, в которой определяется напряжение.

Наибольшие напряжения возникают в наиболее удаленных от оси z точках сечения.

Для симметричных сечений относительно оси z:
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где 
[image: image146.wmf]2
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 - осевой момент сопротивления, h – высота сечения.
Для прямоугольного сечения с размерами b и h: J= 
[image: image147.wmf]12
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; W=
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Для прокатных сечений (двутавр, швеллер, уголок) значения всех геометрических характеристик указаны в ГОСТах.

При изгибе ось балки искривляется (рис. 25) и каждое сечение (центр тяжести) получает вертикальное смещение (прогибу) и поворачивается на некоторый угол φ, называемый углом поворота. 


Из аналитической геометрии известно, что tg угла наклона касательной к кривой равен первой производной от уравнения этой кривой, при малых углах tgφ=φ, следовательно, tgφ=φ=
[image: image149.wmf]y
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.

Для малых деформаций φ=у′ деформационное уравнение изогнутой оси балки имеет вид:
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Интегрируя это уравнение мы получаем уравнение для углов поворота сечения: 
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и уравнение изогнутой оси (прогибов):
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где 
[image: image153.wmf]j

0

 и y0 – угол поворота и прогиб сечения в начале координат.

Правило знаков при определении прогибов (рис. 26) 


5.3. Расчет на прочность при изгибе
Опасное сечение балки определяется по эпюре изгибающих моментов, т.к. балка, как правило, имеет одинаковое сечение по всей длине и эпюра напряжений повторяет эпюру изгибающих моментов, а проверочный расчет ведется по наибольшему (абсолютному значению) момента:
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На основе условия прочности проводят подбор сечения и определение допускаемой нагрузки.
Задание 4
Построить эпюру поперечных сил и изгибающих моментов для балки. Для стальной балки подобрать номер профиля, если известно допускаемое напряжение. Данные для различных вариантов приведены в таблице 5.
Пример

Для стальной балки построить эпюры Q и М, из расчета на прочность подобрать номер двутаврового сечения, если допускаемое напряжение [σ]=140МПа, а=2,0м; b=1,0м, F=14kH, q=2,8kH/м, М=1kHм.

Решение:

1. Определяем опорные реакции; произвольно их направляя:
1) 
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из 3) 
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из 2)
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Проверка:
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       0=0 (верно).

Значит, опорные реакции определили верно.
2.  Разбиваем балку на участки, произвольно проводим сечения, задаем их координаты. 

3. Составляем уравнения для определения поперечных сил и изгибающих моментов:

I участок: 0
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при х1=0; 
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 при х1=0; МI=0
при х1=а; 
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II участок: 0
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при х2=0; 
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Строим эпюру Q и М.

4. По эпюре изгибающихся моментов находим опасное сечение балки, где действует максимальный по абсолютной величине изгибающий момент. Это сечение находится на левой опоре балки: Mmax=33,6kHм. 

Номер двутавра находим по расчетному значению момента сопротивления, который определяется из условия прочности: 
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По таблице (Приложения) выбираем двутавр №22а с WH=254см3. Максимальное напряжение в балке выбранного профиля.
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Недогрузка составит:
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, что не превышает допускаемого значения.

Таблица 4.
	№ 
варианта
	F1, kH
	M, kHм
	q kH/м
	a, м
	b, м
	[σ], МПа
	F2,kH

	1
	2,5
	10,2
	1,1
	3,5
	2,0
	190
	5,1

	2
	3,0
	10,1
	1,2
	3,4
	2,1
	185
	5,2

	3
	3,5
	10,0
	1,3
	3,3
	2,2
	180
	5,3

	4
	4,0
	9,2
	1,4
	3,2
	2,3
	175
	5,4

	5
	4,5
	9,0
	1,5
	3,1
	2,4
	170
	5,5

	6
	5,0
	8,2
	1,6
	3,0
	2,5
	165
	5,6

	7
	5,5
	8,0
	1,7
	2,9
	2,6
	160
	5,7

	8
	5,5
	7,2
	1,8
	2,8
	2,7
	155
	5,8

	9
	6,0
	7,0
	1,9
	2,7
	2,8
	150
	5,9

	10
	6,5
	6,0
	2,0
	2,6
	2,9
	145
	6,0

	11
	7,0
	7,3
	2,1
	2,5
	3,0
	140
	6,1

	12
	7,5
	6,2
	2,2
	2,4
	3,1
	135
	6,2

	13
	8,0
	5,2
	2,3
	2,3
	3,2
	130
	6,3

	14
	8,5
	5,0
	2,4
	2,2
	3,3
	125
	6,4

	15
	9,0
	4,2
	2,5
	2,1
	3,4
	120
	6,5

	16
	9,5
	4,3
	2,6
	2,0
	3,5
	125
	6,6

	17
	10
	3,2
	2,7
	1,9
	1,1
	130
	6,7

	18
	2,0
	10,5
	2,8
	1,8
	1,2
	135
	6,8

	19
	2,7
	9,3
	2,9
	1,7
	1,3
	140
	6,9

	20
	3,7
	8,3
	3,0
	1,6
	1,4
	145
	7,0

	21
	4,7
	7,5
	3,1
	1,5
	1,5
	150
	7,1

	22
	5,7
	7,0
	3,2
	1,4
	1,6
	155
	7,2

	23
	6,7
	6,0
	3,3
	1,3
	1,7
	160
	7,3

	24
	7,7
	5,0
	3,4
	1,2
	1,8
	165
	7,4

	25
	9,7
	4,0
	3,5
	1,1
	1,9
	170
	7,5
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6. Расчет статически определимых рам
Система жестко соединенных между собой стержней называется рамой.

Определение продольной силы, поперечной силы и изгибающего момента в любом произвольном сечении рамы производится так же, как и для прямого бруса.

Правило знаков:
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   Рис. 29
1. При обходе контура рамы по ходу часовой стрелки считается положительной поперечная сила, направленная наружу от контура, и изгибающий момент, действующий по ходу часовой стрелки.
2. При обходе контура рамы против хода часовой стрелки считается положительными поперечная сила, направленная внутрь контура, и изгибающий момент, действующий против хода часовой стрелки.

3. Продольная сила считается положительной, если она вызывает растяжение, и отрицательной при сжатии.

Задание 5

Построить эпюру продольных сил, поперечных сил и изгибающих моментов для рамы. Данные для различных вариантов приведены в таблице 5.

Пример
Построить эпюру N, Q и М, если заданы q=2,8kH/м, М=1kHм; а=2,0м; b=1,0м; F1=14kHм; F2=16,0kH (рис. 30)
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Решение:

 Определяем опорные реакции, используя основные условия равновесия для произвольной плоской системы сил:
1) 
[image: image186.wmf]0

=

å

x

; 
[image: image187.wmf]0

2

1

2

=

+

×

-

-

F

F

b

q

x

A


2) 
[image: image188.wmf]0

=

å

y

; 
[image: image189.wmf]0

=

+

-

Y

Y

B

A


3) 
[image: image190.wmf];

0

=

å

M

A

 
[image: image191.wmf]0

2

2

2

1

2

=

×

+

+

×

+

×

-

×

×

-

a

M

b

b

b

b

q

Y

F

F

B


из (3) 
[image: image192.wmf]kH

a

M

b

b

b

q

F

F

Y

B

65

,

5

2

2

1

1

14

1

2

16

1

2

8

,

2

2

2

2

2

1

2

2

=

×

-

×

-

×

×

+

×

×

=

-

×

-

×

+

×

=


из (2) 
[image: image193.wmf]kH

Y

Y

B

A

65

,

5

=

=


из (1) 
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Проверка:
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1. Выделяем на раме шесть участков, задаем произвольные сечения на участках и координаты этих сечений.

2. Записываем уравнение для определения N, Q и M по участкам: 

I участок 0
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при х1=0; МI=0
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при х1=b; 
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II участок:
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при х2=0; 
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при х2=а;
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III участок: 
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при х3=4; МIII=0

при х3=а; 
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IV участок: 
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V участок; 
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VI участок; 
[image: image215.wmf]b

х

£

£

6

0

 

[image: image216.wmf]0

65

,

5

6

=

=

-

=

VI

B

Q

kH

N

Y



[image: image217.wmf]0

=

VI

M


Строим эпюры N, Q и М, откладывая положительные значения снаружи рамы, а отрицательные внутри. (рис. 31, 32, 33)

[image: image218] 

                Рис. 32
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Рис. 34
7. Статически неопределимые задачи на изгиб
Балка, способная воспринимать произвольную нагрузку, должна быть закреплена таким образом, чтобы она не могла перемещаться как жесткое тело. В случае действия нагрузки в одной плоскости минимальное количество связей, необходимых для закрепления балки, равно трем. Эти три связи являются абсолютно необходимыми. Поскольку для плоской системы сил можно составить три уравнения равновесия, реакции абсолютно необходимых связей могут быть найдены с помощью лишь одних уравнений статики.

Балка, закрепленная такими связями, является статически определимой.

Балки на более чем двух опорах или двумя заделками является статически неопределимыми.
Число лишних неизвестных определяет степень статической неопределимости системы.

Алгоритм решение задач:

1. Произвольно направляем реакции и составляем уравнения равновесия. 
2. Составляем универсальное уравнение изогнутой оси.
3. Составляем уравнение деформаций, используя граничные условия: на опорах прогиб равен нулю, в заделке прогиб и угол поворота равны нулю. Подставляя координаты заделок и опор в универсальное уравнение получим уравнения деформаций.
Задание 6
Для заданной статически неопределимой балки построить эпюру поперечных сил и изгибающих моментов. Данные для различных вариантов приведены в таблице 5.

Пример
Для заданной статически неопределимой балки построить эпюру Q и М, если заданы q=20kH/м; a=1,5м (рис. 35)

Решение:

1. Составляем уравнение равновесия. Направляем реакции произвольно – все вверх:
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Неизвестных реакций три, а уравнений равновесия два. Задача единожды статически неопределима.

2. Составляем универсальное уравнение изогнутой оси. Помещаем начало координат в крайнее левое сечение балки, в точку А. Если начало координат поместить в точке С, то надо было бы продлить распределенную нагрузку, введя компенсирующую на участке ВА. Статическая неопределимость балки не влияет на составление универсального уравнения. Оно будет иметь вид:
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3. Для определения начальных параметров и реакций составляем уравнение деформаций. Они заключаются в том, что прогиб балки на каждой опоре равен нулю:
при х=0; 
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при х=а; 
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при х=2а; 
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4. Определяем реакции. Получаем пять уравнений, одно из которых позволяет определить у0. Остальные уравнения образуют систему:
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Решаем систему. Из третьего уравнения получим: 
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Подставляя в четвертое уравнение, получим 
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Добавляем второе уравнение. Получим систему из двух уравнений для определения 
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 и 
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Отсюда 
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Знак “-“ указывает на то, что реакция 
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 направлена вниз. Из первого уравнения находим 
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Угол поворота сечения в опоре А 
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5. Строим эпюру изгибающих моментов. Рисуем балку с найденными по величине и направлению реакциями, разбиваем ее на два участка (рис. 35). Составляем уравнение для Q и M.
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при х1=0; М1=0; при х1=а; М1= - YA·a= - 1,875·1,5= - 2,83 kHм.
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при х2=0; 
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при х2=а; 
[image: image247.wmf]kH

qa

Y

Q

C

II

875

,

16

5

,

1

20

125

,

13

=

×

+

-

=

+

-

=

   

[image: image248.wmf]2

2

2

2

2

x

x

q

x

Y

M

C

×

×

-

×

=


при х2=0; М2=0

при х2=а; 
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Строим эпюру и определяем максимальный изгибающий момент на II участке:
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8. Расчет статически неопределимых рам
Расчет статически неопределимых рам начинается с анализа их схемы, которой необходим, прежде всего, для того, чтобы установить степень статической неопределимости. 
Для плоской рамы степень статической неопределимости равна сумме всех реакций минус три, т.е. степень статической неопределимости равна числу, так называемых, лишних связей, удаление которых превращает статически неопределимую систему в определенную геометрически независимую систему: 
S= Σ R-3.

Связи, удаления которых не превращает статически неопределимую систему в геометрически изменяемую называются условно необходимыми, остальные связи называются условно абсолютно необходимыми.

Метод сил для раскрытия статической неопределимости рам
Метод сил заключается в определении лишних реакций путем представления их как неизвестных внешних нагрузок, величина которых определяется из уравнения деформаций.
Освобождая систему от лишней связи, определяем такое значение реакции, при котором выполняется условие деформации, накладываемое отброшенной связью. Условие деформации и есть уравнение деформации.
Для один раз статически неопределимых задач в общем виде уравнения деформации имеет вид 
[image: image258.wmf]D

=

d
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где 
[image: image259.wmf]D

 - деформация, допускаемая отброшенной лишней связью.

Деформацию 
[image: image260.wmf]d

  в системе с отброшенной лишней связью определяем отдельно: 
[image: image261.wmf]d

(F) – от внешних нагрузок, 
[image: image262.wmf]d

(х) – от неизвестной лишней реакции Х. Используя закон Гука, деформацию от силы Х можно представить как деформацию от единичной силы 
[image: image263.wmf]d

(1) увеличив ее в х раз 
[image: image264.wmf]d

(х)=х
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(1). Тогда уравнение деформации примет вид: 
[image: image266.wmf]d
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(F) +х
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(1)=∆. Чаще всего ∆=0, тогда неизвестная лишняя реакция определяется из уравнения:
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Задание 7
Раскрыть статическую неопределимость рамы, построить эпюры N, Q и M. Определить горизонтальное перемещение опоры С, если заданы q, a, EJ. Данные для различных вариантов приведены в таблице 5.
Пример.
Раскрыть статическую неопределимость стальной рамы (рисунок 37), построить эпюры N, Q и М. определить горизонтальное перемещение опоры В, если заданы: q=20kH/м, а=1,5м, сечение рамы – прямоугольное с размерами 0,3·0,1м, Е=2·105МПа. (рис 37,а)
Решение.

1. Система один раз статически неопределима, т.к.  S=R – 3= 4-3=1.

2. Выбираем основную систему, отбросив опору В.

3. Изобразим эквивалентную систему. Реакцию лишней связи обозначим через Х. (рис. 37, б).
Обязательным условием эквивалентности системы будет равно нулю вертикального перемещения опоры В, 
[image: image270.wmf]0
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. В этом заключается содержание уравнения деформаций.

Пользуясь принципом независимости действия сил, представим эквивалентную систему, состоящую из двух систем: первая основная, без лишней связи, но с заданной нагрузкой (рис. 37, в), вторая без заданной нагрузки (рис. 37, г), но с неизвестной вертикальной силой Х, приложенной в точке В. Последнюю представляем как систему, нагруженную единичной силой Х=1, все параметры которой увеличиваем в х раз.

Тогда уравнение перемещений будет иметь вид:
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где 
[image: image272.wmf]d
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В

(F) – вертикальное перемещение точки В от заданной нагрузки в основной системе; 
[image: image273.wmf]d
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 (1) – вертикальное преремещение точки В от единичной вертикальной силы, приложенной в точке В, в системе с единичной силой.

4. Определяем реакцию X=УB. Перемещение 
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(1) определяем с помощью интегралов Мора. Записываем выражения для изгибающих моментов:
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II участок: 
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Определяем перемещения:
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Подставляем значения 
[image: image285.wmf]d
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(F) и 
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(1) в уравнение деформаций:
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6. После раскрытия статической неопределимости в дальнейшем все расчеты проводим  с эквивалентной системой. Строим эпюры N,Q и M для эквивалентной системы, при найденном значении х (рис. 37 д).
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при х1=а; 
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II участок: 
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  при х2=0; Q2=0
при х2=2а; Q2=q·2a=20·2·1,5=60kH
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при х2=0; 
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при х2=2а;
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   5. После раскрытия статической неопределимости системы определяем реакции в заделке из уравнения равновесия:
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6. Определяем горизонтальное перемещение 
[image: image300.wmf]d
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 сечения В в эквивалентной системе. Для этого изображаем две системы: эквивалентную систему (рис. 37,е) и систему, освобожденную от внешних нагрузок, с единичной горизонтальной силой, приложенной в точке В (рис. 37, ж). С помощью интегралов Мора определяем искомое перемещение:

  I участок: 
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II участок: 
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4

2

2

2

2

2

2

2

2

0

7

6

4

)

2

2

2

)

2

(

7

4

)

)(

2

1

7

4

(

qa

a

q

a

qa

dx

x

qx

qa

EJ

a

Г

B

=

×

+

×

-

=

-

-

=

ò

d


отсюда 
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9. Сложное сопротивление
Сложным называется сопротивление, когда действующие нагрузки вызывают комбинацию простейших деформаций. При расчетах на сложное сопротивление исходят из принципа независимости действия сил.
В общем случае действующие внешние нагрузки в любом сечении бруса могут создать шесть внутренних факторов: N, Qy, Qz, T, My, Mz. Каждый из шести внутренних факторов в любой точке сечения вызывает шесть соответствующих напряжений: σ(N), σ(Mz), σ(My), τ(T), τ(Qy), τ(Qz).
Следовательно, в общем случае сложного сопротивления в любой  точке могут быть:

а) три нормальных напряжения;

б) три касательных напряжения.

Нормальные напряжения как векторы, направленные перпендикулярно сечению, суммируются алгебраически:
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Касательные напряжения как векторы, действующие в одной плоскости и направленные под углом друг к другу, суммируются геометрически:
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В общем случае в любой точке сечения напряжения приводятся к двум суммарным напряжениям: 
[image: image313.wmf]s
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 и 
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.
Оценка влияния этих разноименных напряжений на прочность может быть учтена только путем применения одной из теорий прочности, которые позволяют приравнивать данное сложное сопротивление к эквивалентному по прочности растяжению – сжатию.

Эквивалентные напряжения определяется: 

а) по третьей теории прочности (критерий – наибольшие касательные напряжения):
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б) по четвертой теории прочности (критерий – энергия изменения формы):
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9.1. Косой изгиб

Косой изгиб – изгиб в двух главных плоскостях. При косом изгибе в произвольном сечении балки возникают четыре внутренних силовых фактора: изгибающие моменты Mz и My, поперечные силы Qy, Qz. Влияние поперечных сил пренебрежимо мало.

Определение нормальных напряжений и деформаций при косом изгибе основано на принципе независимости действия сил. 

Всю нагрузку проецируют на две главные плоскости балки и строят эпюры изгибающих моментов в этих двух плоскостях. Затем по известным формулам прямого изгиба определяют напряжения и деформации.

Результирующие напряжения определяют алгебраическим сложением: 

[image: image317.wmf]z

Jy

My

y

Jz

Mz

My

Mz

z

y

x

×

±

×

±

=

+

=

)

(

)

(

)

,

,

(

s

s

s

, а результирующие деформации – геометрическим сложением: 
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Условие прочности для пластичных материалов составляется по абсолютной величине напряжений:
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9.2 Изгиб с растяжением (сжатием)

Изгиб с растяжением (сжатием) называется случай сложного сопротивления материалов, когда внешняя сила приложена вне центра тяжести сечения, т.е. когда в поперечном сечении бруса одновременно действуют продольная сила (растягивающая или сжимающая) и изгибающий момент.
В случае совместного действия изгиба и растяжения (сжатия) в произвольном поперечном сечении бруса действуют пять внутренних силовых факторов: продольная сила (N), изгибающие моменты (Mz и Му), поперечные силы (Qy и Qz). В большинстве случаев влияние поперечных сил пренебрежимо мало. 
При одновременном действии на брус растягивающей (сжимающий) силы N и изгибающих моментов My, Mz, в сечении возникают нормальные напряжения, которые могут быть определены как алгебраическая  сумма напряжений от каждого компонента нагрузки:
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Для определения положения опасного сечения следует построить эпюры N, My, Mz. Опасным будет сечение, в котором возникают наибольшие нормальные напряжения.
Расчет на прочность проводиться аналогично, как при косом изгибе.
В проектном расчете при определении размеров сечения в первом приближении напряжением от продольного усилия 
[image: image322.wmf](
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 пренебрегают, но проверка на прочность сечения проводится с учетом этого напряжения.
Часто продольная нагрузка приложена не в центр тяжести поперечного сечения бруса, а с некоторым смещением (эксцентриситетом) относительно главных центральных осей инерции сечения (рис. 39).
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Тогда в любом поперечном сечении бруса возникает продольная сила N=F и изгибающие моменты 
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, где YА, ZА – координаты точки приложения силы.
Следовательно, внецентренное растяжение (сжатие) приводится к центральному растяжению (сжатию) и изгибу в двух плоскостях.

При внецентренном растяжении (сжатии) нейтральная линия может как пересекать сечение, так и находится за его пределами.

Ядро сечений – некоторая область вокруг центра тяжести сечения, внутри которой приложенная продольная растягивающая (сжимающая) сила, вызывает во всех точках сечения напряжения только одного знака.

Когда точка приложения силы находится на границе ядра сечения, нейтральная линия касается контура сечения.

9.3. Изгиб с кручением

При совместном действии изгиба и кручения в поперечных сечениях действуют пять внутренних силовых факторов: изгибающие моменты Mz и My, крутящий момент Т и поперечные силы Qy и Qz. Детали, работающие на совместное действие кручения и изгиба, – это валы различных машин. При расчете на прочность, пользуясь принципом независимости действия сил, определяют отдельно касательные напряжения, возникающие в валах при кручении, и отдельно нормальные напряжения, возникающие в брусе при изгибе (как и раньше, пренебрегаем касательными напряжениями при изгибе). При совместном действии нормальных и касательных напряжений имеем плоское напряженное состояние, и для проверки прочности необходимо применить одну из теорий прочности. 

Для круглого поперечного сечения (сплошного или кольцевого) эквивалентные напряжения могут быть определены по формуле:
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где Мрасч – расчетный или эквивалентный момент; 
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По третьей теории прочности (критерий – наибольшее касательные напряжения).


[image: image328.wmf]2

2

2

Му

Мz

Т

М

расчIII

+

+

=

.

По четвертой теории прочности (критерий – энергия изменения формы)
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Расчет бруса круглого поперечного сечения на совместное действие изгиба и кручения ведется как бы на прямой изгиб, но в расчетной формуле роль изгибающего момента играет расчетный момент.

Условие прочности 
[image: image330.wmf][
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Деформации (прогибы и углы закручивания) определяются независимо при расчете на изгиб и кручение. Выше указанный расчет вала проводится для статических нагрузок. В большинстве случаев на вал действуют циклические нагрузки, поэтому вал необходимо рассчитывать на выносливость.          
Задание 8
Определить диаметр вала, передающего вращения от одной ременной передачи к двум другим (рис. 41), если заданы натяжения ремней Т1, Т2, Т3 и Т4; диаметры шкивов D1 и D2; размеры длины вала, угла наклона ремней первого £ и ремней второго, третьего вертикальны; допускаемое напряжение материала [σ]=240МПа, вес шкивов Р1 и Р2. Данные для различных вариантов приведены в таблице 6. 
Пример
Определить по третей теории прочности диаметр вала, передающего вращения от одной ременной передачи к двум другим (рис. 40а), если заданы натяжения ремней F1=F2=1500H; диаметры шкивов D1=D2=300мм; D3=450мм; расстояние а=20см, допускаемое напряжение [σ]=160МПа.
1. Определяем скручивающие сосредоточенные моменты. Усилия от натяжения ремней приводим к центру тяжести вала (рис. 40,б). В результате приведения получаем скручивающий сосредоточенный момент М0 и равнодействующую S=3F1.
В сечениях Н и К моменты одинаковы: :
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2. Определяем натяжение ремня F3 на ведущем шкиве. Из условия равенства суммы моментов нулю на валу:
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3. Представляем расчетную схему вала (рис. 40,в). Выделяем нагрузки, вызывающие кручения вала (рис. 40,г), изгиб в вертикальной плоскости (рисунок 40д), изгиб в горизонтальной плоскости (рис. 40е).

Кручение. Строим эпюру Т. Максимальный крутящийся момент в сечениях участка КСmax Т=2М0=450Нм.

Изгиб в вертикальной плоскости. Определяем реакции YA и YB:

[image: image333.wmf]H

a

a

a

Y

S

S

Y

M

B

B

A

2250

;

3

4

1

2

=

×

-

×

+

×

-

=

å

  
Строим эпюру Mz. В сечениях Н и К максимальный изгибающий момент
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Изгиб в горизонтальной плоскости. Определяем реакции ZA и ZB:
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Строим эпюру My. В сечении В максимальный изгибающий момент:
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4.Определяем опасное сечение, диаметр вала:

сечение К: 
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сечение В: 
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Опасное сечение – сечение В.

Определяем диаметр вала d:
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По ГОСТ 6636-69 из ряда Ra 20 выбираем dH=45мм.
Определяем максимальное напряжение: 
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Недогрузка составит: 



.

Недогрузка не превышает предельного рекомендуемого значения 15%.
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Таблица 5

	№ варианта
	D1 м
	D2,

м
	P1,

kH
	P2,

kH
	T1,

kH
	T2,

kH
	T3,

kH
	T4,

kH
	£,

рад
	a, м
	b, м
	с, м

	1
	1,1
	0,5
	2
	11
	5
	12
	9
	8
	45
	1,
	1,2
	1,8

	2
	1,2
	0,6
	3
	10
	6
	11
	10
	9
	30
	1,2
	1,3
	1,9

	3
	1,3
	0,4
	4
	9
	7
	10
	11
	10
	60
	1,3
	1,4
	1,7

	4
	1,4
	0,3
	5
	8
	8
	9
	12
	11
	60
	1,4
	1,5
	1,6

	5
	1,5
	1,0
	6
	7
	9
	8
	13
	12
	30
	1,5
	1,6
	1,5

	6
	0,6
	1,1
	7
	6
	10
	7
	8
	13
	45
	1,6
	1,1
	1,4

	7
	0,7
	1,3
	8
	5
	11
	6
	7
	2
	45
	7,1
	1,2
	1,3

	8
	0,8
	1,2
	9
	4
	12
	5
	6
	3
	30
	1,8
	1,4
	1,0

	9
	0,9
	1,1
	10
	3
	4
	4
	5
	4
	60
	1,0
	1,4
	1,0

	10
	1,0
	0,9
	11
	2
	3
	9
	4
	5
	60
	1,1
	1,5
	1,1


Приложение 1                         

Нормальные линейные размеры. ГОСТ 6636 – 69

	Ряды

	Ra 5
	Ra 10
	Ra 20
	Ra 40

	1.0
	1.0
	1.0

1.1
	1.0

1.1
	1.05

1.15

	
	1.2
	1.2

1.4
	1.2

1.4
	1.3

1.5

	1.6
	1.6
	1.6

1.8
	1.6

1.8
	1.7

1.9

	
	2.0
	2.0

2.2
	2.0

2.2
	2.1

2.4

	2.5
	2.5
	2.5

2.8
	2.5

2.8
	2.6

3.0

	
	3.2
	3.2

3.6
	3.2

3.6
	3.4

3.8

	4.0
	4.0
	4.0

4.5
	4.0

4.5
	4.2

4.8

	
	5.0
	5.0

5.6
	5.0

5.6
	5.3

6.0

	6.3
	6.3
	6.3

7.1
	6.3

7.1
	6.7

7.5

	
	8.0
	8.0

9.0
	8.0

9.0
	8.5

9.5


Примечание. Рекомендуемые размеры, выходящие из диапазона 1 – 10 мм, получаются умножением или делением на 10n, например 0,63; 6,3; 63; 630 и т.д. При выборе размеров предпочтение должно отдаваться рядам с более крупной градацией: ряд Ra 5 следует предпочитать ряду Ra 10, ряд Ra 10 – ряду Ra 20, ряд Ra 20 – ряду Ra 40.
Приложение 2                         

Двутавры. Сортамент прокатной стали. ГОСТ 8239 – 72

	Номер двутавра
	Основные размеры, мм
	Площадь сечения А, см2
	Масса 1 м, кг
	Геометрические характеристики сечения для осей

	
	h
	b
	s
	t
	
	
	z – z 
	y - y

	
	
	
	
	
	
	
	Wz, см3
	Jz, см4
	iz, см
	Wy, см3
	Jy, см4
	Iy, см

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	10
	100
	55
	4,5
	7,2
	12,0
	9,46
	39,7
	198
	4,06
	6,49
	17,9
	1,22

	12
	120
	64
	4,8
	7,3
	14,7
	11,50
	58,4
	350
	4,88
	8,72
	27,9
	1,38

	14
	140
	73
	4,9
	7,5
	17,4
	13,70
	81,7
	572
	5,73
	11,5
	41,9
	1,55

	16
	160
	81
	5,0
	7,8
	20,2
	15,90
	109,0
	873
	6,57
	14,5
	58,6
	1,70

	18
	180
	90
	5,1
	8,1
	23,4
	18,40
	143,0
	1290
	7,42
	18,4
	82,6
	1,88

	18а
	180
	100
	5,1
	8,3
	25,4
	19,90
	159,0
	1430
	7,51
	22,8
	114
	2,12

	20
	200
	100
	5,2
	8,4
	26,8
	21,0
	184,0
	1840
	8,28
	23,1
	115
	2,07

	20а
	200
	110
	5,2
	8,6
	28,9
	22,7
	203,0
	2030
	8,37
	28,2
	155
	2,32

	22
	220
	110
	5,4
	8,7
	30,6
	24,0
	232,0
	2550
	9,13
	28,6
	157
	2,27

	22а
	220
	120
	5,4
	8,9
	32,8
	25,80
	254,0
	2790
	9,22
	34,3
	206
	2,5

	24
	240
	115
	5,6
	9,5
	34,8
	27,30
	289,0
	3460
	9,97
	34,5
	198
	2,37

	24а
	240
	125
	5,6
	9,8
	37,5
	29,40
	317,0
	3800
	10,1
	41,6
	260
	2,63

	27
	270
	125
	6,0
	9,8
	40,2
	31,5
	371,0
	5010
	11,2
	41,5
	260
	2,54

	27а
	270
	135
	6,0
	10,2
	43,2
	33,9
	407,0
	5500
	11,3
	50
	337
	2,8

	30
	300
	135
	6,5
	10,2
	46,5
	36,5
	472,0
	7080
	12,3
	49,9
	337
	2,69

	30а
	300
	145
	6,5
	10,7
	49,9
	39,2
	518,0
	7780
	12,5
	60,1
	436
	2,95

	33
	330
	140
	7,0
	11,2
	53,8
	42,2
	597,0
	9840
	13,5
	59,9
	419
	2,79

	36
	360
	145
	7,5
	12,3
	61,9
	48,6
	743,0
	13380
	14,7
	71,1
	516
	2,89

	40
	400
	155
	8,3
	13,0
	72,6
	57,0
	953,0
	19062
	16,2
	86,1
	667
	3,03

	45
	450
	160
	9,0
	14,2
	84,7
	66,5
	1231,0
	27696
	18,1
	101
	808
	3,09

	50
	500
	170
	10,0
	15,2
	100,0
	78,5
	1589,0
	39727
	19,9
	123
	1043
	3,23

	55
	550
	180
	11,0
	16,5
	118,0
	92,6
	2035,0
	55962
	21,8
	151
	1356
	3,39

	60
	600
	190
	12,0
	17,8
	138
	108,0
	2560,0
	76806
	23,6
	182
	1726
	3,54


Приложение 3                         
Швеллеры. Сортамент прокатной стали. ГОСТ 8240—72

	Номер швеллера


	Размеры, мм
	Площадь сечения А. см2

	Масса

1 м, кг


	Геометрические характеристики сечения

для осей
	Z0, см

	
	h
	b
	s
	t
	
	
	Z-Z
	у-у
	

	
	
	
	
	
	
	
	Jz, см4
	Wz, см3
	iz, см
	Jy, см4
	Wy, см3
	iy, см
	

	5

6,5

8

10

12

14

14а

16

16а

18

18а
	50

65

80

100

120

140

140

160

160

180

180
	32

36

40

46

52

58

62

64

68

70

74
	4,4 4,4 4,5 4,5 4,8 4,9 4,9 5,0 5,0 5,1 5,1
	7,0 7,2 7,4 7,6 7,8 8,1 8,7 8,4 9,0 8,7 9,3
	6,16

7,51
8,98

10,90 13,30

15,60

17,0

18,10

19,5

20,70 22,20
	4,84 5,90 7,05 8,59 10,40 12,30 13,30 14,20 15,30 16,30 17,40
	22,8 48,6 89,4 174,0 304,0 491,0 545,0 747,0 823,0 1090,0 1190,0
	9,1 15,0 22,4 34,8 50,6 70,2 77,8 93,4 103,0 121,0 132,0
	1,92 2,54 3,16 3,99 4,78 5,60 5,66 6,42 6,49 7,24 7,32
	5,61

8,70

12,80 20,40

31,20

45,40 57,50

63,30

78,80

86,0

105,0
	2,75 3,68 4,75 6,46 8,52 11,0 13,30 13,80 16,40 17,0 20,0
	0,954 1,080 1,190 1,370 1,530 1,700 1,840 1,870 2,010 2,040 2,180
	1,16

1,24 1,31 1,44 1,54 1,67 1,87 1,80 2,0 1,94 2,13

	20
	200
	76
	5Д
	9,0
	23,40
	18,40
	1520,0
	152,0
	8,07
	113,0
	20,50
	2,200
	2,07

	20а
	200
	80
	5,2
	9,7
	25,20
	19,80
	1670,0
	167,0
	8,15
	139,0
	24,20
	2,350
	2,28

	22
	220
	82
	5,4
	9,5
	26,70
	21,0
	2110,0
	192,0
	8,89
	151,0
	25,10
	2,370
	2,21

	22а
	220
	87
	5,4
	10,2
	28,80
	22,60
	2330,0
	212,0
	8,99
	187,0
	30,0
	2,250
	2,46

	24
	240
	90
	5,6
	10,0
	30,60
	24,0
	2900,0
	242,0
	9,73
	208,0
	31,6
	2,600
	2,42

	24а
	240
	95
	5,6
	10,7
	32,90
	25,80
	3180,0
	265,0
	9,84
	254,0
	37,20
	2,780
	2,67

	27
	270
	95
	6,0
	10,5
	35,20
	27,70
	4160,0
	308,0
	10,90
	262,0
	37,30
	2,730
	2,47

	30
	300
	100
	6,5
	11,0
	40,50
	31,80
	5810,0
	387,0
	12,0
	327,0
	43,60
	2,840
	2,52

	33
	330
	105
	7,0
	11,7
	46,50
	36,50
	7980
	484,0
	13,10
	410,0
	51,80
	2,970
	2,59

	36
	360
	110
	7,5
	12,6
	53,40
	41,90
	10820
	601,0
	14,20
	513,0
	61,70
	3,100
	2,68

	40
	400
	115
	8,0
	13,5
	61,50
	48,30
	15220
	761,0
	15,70
	642,0
	73,40
	3,230
	2,75


Приложение 4                         

Основные расчетные формулы.

	Деформация
	Растяжение (сжатие)
	Кручение
	Изгиб

	Закон Гука
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	Внутренний силовой фактор
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	Правило знаков
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	Условие прочности
	σmax≤ [σ]
	τmax≤ [τ]
	σmax≤ [σ]

	Деформация
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	Интегралы Мора
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	Условие жесткости 
	∆ℓmax≤ [∆ℓ]
	φmax≤ [φ]
	δmax≤ [δ]

	Геометрические характеристики сечения
	Площадь сечения
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	Полярный момент инерции


[image: image366.wmf]ò

=

A

dA

p

Jp

2


Полярный момент сопротивления
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	Осевой момент инерции
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Осевой момент сопротивления
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Приложение 5                         

             Сталь   прокатная   угловая   равнобокая   (по ГОСТ 8509—86)
Обозначения:
                        b — ширина полки;         i – радиус инерции;

                                            d — толщина полки;     W – момент  сопротивления;

                                        I — момент инерции;    z0 – расстояние от центра         

                                                                                                   тяжести до наружной грани полки
	Номер уголка
	Размеры, мм
	F,см2
	Справочные величины для осей

	
	b
	d
	
	x - x
	x0 – x0
	y0 – y0
	z0,см

	
	
	
	
	Ix,см4
	Wx, см3
	ix, см
	Ix0max,   .см4
	iy0max,   .см4
	Ix0min,   .см4
	Wy0, см3
	iy0min,   .см
	

	2
	20
	3
	1,13
	0,40
	0,28
	0,59
	0,63
	0,75
	0.17
	0,20
	0,39
	0,60

	
	
	4
	1,46
	0,50
	0,37
	0,58
	0,78
	0,73
	0,22
	0,24
	0,38
	0,64

	2,5
	25
	3
	1,43
	0,81
	0,46
	0,75
	1,29
	0,95
	0,34
	0,33
	0,49
	0,73

	
	
	4
	1,86
	1,03
	0,59
	0,74
	1,62
	0.93
	0,44
	0,41
	0.48
	0,76

	2,8
	28
	3
	1,62
	1,16
	0,58
	0,85
	1,84
	1.07
	0,48
	0,42
	0,55
	0,80

	3,0
	30
	3
	1,74
	1,45
	0,67
	0,91
	2,30
	1.15
	0,60
	0,53
	0,59
	0.85

	
	
	4
	2,27
	1,84
	0,87
	0,80
	2,92
	1,13
	0,77
	0,61
	0,58
	0,89

	3,2
	32
	3
	1,86
	1,77
	0,77
	0,97
	2,80
	1.23
	0,74
	0,59
	0,63
	0,89

	
	
	4
	2,43
	2,26
	1,00
	0,96
	3,58
	1,21
	0,94
	0,71
	0,62
	0,94

	3,5
	35
	3
	2,04
	2,35
	0,93
	1,07
	3,72
	1,35
	0,97
	0,71
	0,69
	0,97

	
	
	4
	2,17
	3,01
	1,21
	1,06
	4.76
	1,33
	1,25
	0,88
	0,68
	1,01

	3,5
	35
	5
	3,28
	3,61
	1,47
	1,05
	5,71
	1,32
	1,52
	1,02
	0,68
	1,05

	4,0
	40
	3
	2,35
	3,55
	1,22
	1.23
	5,63
	1,55
	1,47
	0,95
	0,79
	1,09

	
	
	4
	3,08
	4.58
	1,60
	1,22
	7,26
	1,53
	1,90
	1,19
	0,78
	1,13

	
	
	5
	3,79
	5,53
	1,95
	1,21
	8,75
	1.52
	2,30
	1,39
	0,78
	1,17

	4,5
	45
	3
	2,65
	5,13
	1,56
	1,39
	8.13
	1,75
	2,12
	1,24
	0,89
	1.21

	
	
	4
	3,48
	6,63
	2,04
	1,38
	10,52
	1,74
	2,74
	1,54
	0,89
	1,26

	
	
	5
	4,29
	8,03
	2,51
	1,37
	12,74
	1,72
	3,33
	1,81
	0,88
	1,30

	5,0
	50
	3
	2,96
	7,11
	1,94
	1,55
	11,27
	1,95
	2,95
	1,57
	1,00
	1,33

	
	
	4
	3,89
	9,21
	2,54
	1,54
	14,63
	1,94
	3,80
	1,95
	0,99
	1,38

	
	
	5
	4,80
	11,20
	3,13
	1,53
	17,77
	1,92
	4,63
	2,30
	0,98
	1,42

	
	
	6
	5,69
	13,07
	3,69
	1,52
	20,72
	1,91
	5,43
	2.63
	0,98
	1,46

	5,6
	56
	4
	4,38
	13,10
	3,21
	1,73
	20,79
	2,18
	5,41
	2,52
	1,11
	1,52

	
	
	5
	5,41
	15,97
	3,96
	1,72
	25,36
	2,16
	6,59
	2,97
	1,10
	1,57

	6,0
	60
	4
	4,72
	16,21
	3,70
	1,85
	25,69
	2,33
	6,72
	2,93
	1,19
	1,62

	
	
	5
	5,83
	19,79
	4,56
	1,84
	31,40
	2,32
	8,18
	3,49
	1,18
	1,66

	
	
	6
	6,92
	23,21
	5,40
	1,83
	36,81
	2,31
	9,60
	3,99
	1,18
	1,70

	
	
	8
	9,40
	29,55
	7,00
	1,81
	46,77
	2,27
	12,34
	4,90
	1,17
	1,78

	
	
	10
	11,08
	35,32
	8,52
	1,79
	55,64
	2,24
	15,00
	5,70
	1,16
	1,85

	6,3
	63
	4
	4,69
	18,86
	4,09
	1,95
	29,00
	2,45
	7,81
	3,26
	1,25
	1,69

	
	
	5
	6,13
	23,10
	5,05
	1,94
	36,80
	2,44
	9,52
	3,87
	1,25
	1,74

	
	
	6
	7,28
	27,06
	5,98
	1,93
	42,91
	2,43
	11,18
	4,44
	1,24
	1,78

	7,0
	70
	4,5
	6,20
	29,04
	5,67
	2,16
	46,03
	2,72
	12,04
	4,53
	1,39
	1,88

	
	
	5
	6,86
	31,94
	6,27
	2,16
	50,67
	2,72
	13,22
	4,92
	1,39
	1,90

	
	
	6
	8,15
	37,58
	7,43
	2,15
	59,64
	2,71
	15,52
	5,66
	1,38
	1,94

	
	
	7
	9,42
	42,98
	8,57
	2,14
	68,19
	2,69
	17,77
	6,31
	1,37
	1.99

	
	
	8
	10,67
	48,16
	9,68
	2,12
	76,35
	2,68
	19,97
	6,99
	1.37
	2,02

	7,5
	75
	5
	7,39
	39,53
	7,21
	2,31
	62,65
	2,91
	16,41
	5,74
	1,49
	2,02

	
	
	6
	8,78
	46,57
	8,57
	2,30
	73,87
	2,90
	19,28
	6.62
	1.48
	2.06

	7,5
	75
	7
	10,15
	53,34
	9,89
	2,29
	84,61
	2,89
	22,07
	7,43
	1.47
	2.10

	
	
	8
	11,50
	59,84
	11,18
	2,28
	94,89
	2,87
	24,80
	8.16
	1.47
	2.15

	
	
	9
	12,83
	66,10
	12,43
	2,27
	104,72
	2,86
	27,48
	8.91
	1.46
	2.18

	8,0
	80
	5,5
	8,63
	52,68
	9,03
	2,47
	83,56
	3,11
	21,80
	7,10
	1,59
	2,17

	
	
	6
	9,38
	56,97
	9,80
	2,47
	90,40
	3,11
	23,54
	7,60
	1,58
	2,19

	
	
	7
	10,85
	65,31
	11,32
	2,45
	103,60
	3,09
	26,97
	8,55
	1,58
	2,23

	
	
	8
	12,30
	73,36
	12,80
	2,44
	116,39
	3,08
	30,32
	9,44
	1,57
	2,27

	9,0
	90
	6
	10,61
	82,10
	12,49
	2,78
	130,00
	3,50
	33,97
	9,88
	1,79
	2,43

	10
	100
	10
	19,24
	178,95
	24,97
	3,05
	283,83
	3,84
	74,08
	18,51
	1,96
	2,83

	
	
	16
	29,68
	263,82
	38,04
	2,98
	416,04
	3,74
	111,61
	25,79
	1,94
	3,06

	11
	110
	8
	17,20
	198,17
	24,77
	3,39
	314,51
	4,28
	81,83
	19,29
	2,18
	3,00

	12,5
	125
	12
	28,89
	422,23
	47,06
	3,82
	670,02
	4,82
	174,43
	34,94
	2,46
	3,53

	
	
	14
	33,37
	481,76
	54,17
	3,80
	763,90
	4,78
	199,62
	39,10
	2,45
	3,61

	
	
	16
	37,77
	538,56
	61,09
	3,78
	852,84
	4,75
	224,29
	43,10
	2,44
	3,68

	14
	140
	10
	27,33
	512,29
	50,32
	4,33
	813,62
	5,46
	210,96
	39,05
	2,78
	3,«2

	
	
	12
	32,49
	602,49
	59,66
	4,31
	956,98
	5,43
	248,01
	44,97
	2,76
	3,90

	15
	150
	15
	43,08
	908,38
	84,66
	4,59
	1442,60
	5,79
	374,17
	61,96
	2,95
	4,27

	16
	160
	10
	31,43
	774,24
	66,19
	4,96
	1229,10
	6,25
	319,38
	52,52
	3,19
	4,30

	
	
	16
	49,07
	1175,19
	102,64
	4,89
	1865,73
	6,17
	484,64
	75,92
	3,14
	4,55

	18
	180
	12
	42,19
	1316,62
	100,41
	5,59
	2092,78
	7,04
	540,45
	78,15
	3,58
	4,89

	20
	200
	12
	47,10
	1822,78
	124,61
	6,22
	2896,16
	7,84
	749,40
	98,68
	3,99
	5,37

	
	
	14
	54,60
	2097,00
	144,17
	6,20
	3333,00
	7,81
	861,00
	111,50
	3,97
	5,46

	
	
	20
	76,54
	2871,47
	200,73
	6,12
	4560,42
	7,72
	1181,92
	146,62
	3,93
	5,70

	
	
	30
	111,54
	4019,60
	288,57
	6,00
	6351,05
	7,55
	1698,16
	193,06
	3,89
	6,07

	22
	220
	14
	60,38
	2814,36
	175,18
	6,83
	4470,15
	8,60
	1158,56
	138,62
	4,3в
	5,91

	25
	250
	20
	96,96
	5764,87
	318,76
	7,71
	9159,73
	9,72
	2370,01
	242,52
	4,94
	6,91

	
	
	25
	119,71
	7006,39
	391,72
	7,65
	11125,5
	9,64
	2887,26
	287,14
	4,91
	7,11

	
	
	30
	141,96
	8176,52
	462,11
	7,59
	12964,7
	9,56
	3388,98
	327,82
	4,89
	7,31


Приложение 6                         

Модули упругости и коэффициенты Пуассона некоторых материалов
	Материал
	Модуль упругости, ГПа
	Коэффициент Пуассона

	
	Е
	G
	

	Сталь:
	
	
	

	углеродистая
	200—210
	81
	0,24—0,28

	легированная
	210
	81
	0,25—0,33

	литье
	175
	—
	0,25—0,33

	Медь:
	
	
	

	прокатная
	110—150
	40
	0,31—0,34

	холоднотянутая
	130
	49
	—

	литье
	84
	—
	—

	Платина
	170
	—
	0,39

	Бронза:
	
	
	

	фосфористая катаная
	115
	42
	0,32—0,35

	марганцовистая катаная
	110
	40
	0,36

	алюминиевая, литье
	105
	42
	—

	Латунь:
	
	
	

	холоднотянутая
	90—100
	35—37
	0,32—0,42

	корабельная, катаная
	100
	—
	0,36

	Чугун:
	
	
	

	серый, белый
	115—160
	45
	0,23—0,27

	ковкий
	155
	—
	—

	Алюминий катаный
	59—69
	26—27
	0,32—0,36

	Сплавы:
	
	
	

	алюминиевые
	70—72
	27
	0,32

	магниевые
	40—45
	—
	0,34

	Дюралюминий катаный
	71
	27—37
	—

	Сплавы титана
	105—115
	
	0,30

	Цинк катаный
	84
	32
	0.27

	Свинец
	17
	7,0
	0.45

	Гранит
	49
	—
	—

	Известняк
	42
	—
	—

	Мрамор
	56
	—
	—

	Песчаник
	18
	—
	—

	Каменная кладка:
	
	
	

	гранитная
	9—10
	—
	—

	известковая
	6
	—
	—

	кирпичная
	2,7—3,0
	—
	—

	Каучук
	0,008
	—
	0.47

	Бакелит
	2,0—3,0
	—
	—

	Бетон:
	
	
	

	тяжелый
	17—40
	—
	0,16 — 0, 18

	на пористых заполнителях
	3—23
	—
	0.16 — 0,18

	ячеистый
	1 — 10
	—
	0.16 — 0,18

	Древесина  (сосна, ель):
	
	
	

	вдоль волокон
	10—12
	5,5
	—

	поперек волокон
	0,5—1,0
	—
	—

	Текстолит поделочный
	6,0—10
	—
	—

	Геттинакс
	10—17
	—
	—

	Винипласт листовой
	40
	—
	—

	Стекло
	56
	22
	0.25

	Оргстекло СТ-1
	3—4
	—
	0,35—0,38

	Фенолопласт
	3—5
	—
	—

	Эпоксидопласт
	3—4
	—
	—

	Дельта-древесина
	20
	—
	0,13

	СВАМ 1 : 1
	35
	—
	0.13

	СВАМ 10 : 1
	58
	—
	—

	Лед
	10
	2,8—3,0
	—


Приложение 7                         

Сталь   прокатная   угловая   неравнобокая   (по ГОСТ 8510—72)
	№
профилей
	Размеры, мм
	Площадь профиля, см2
	Масса 1 м, кг
	Справочные величины для осей

	
	В
	b
	d
	
	
	х - х
	у - у
	х1 – х1
	у1 – у1
	u - u
	Угол           наклона
tg α

	
	
	
	
	
	
	Ix,
см4
	ix,
см
	Iy,

см4
	iy,
см
	Ix1,

см4
	Расст от центра     тяжести y0, см
	Iy1,
min,     см4
	Расст от центра     тяжести х0, см
	Iu,
см4
	iu,

см
	

	2,5/1,6
	25
	16
	3
	1,16
	0,91
	0,70
	0,78
	0,22
	0,44
	1,56
	0,86
	0,43
	0,42
	0,13
	0,34
	0,392

	3,2/2
	32
	20
	3
	1,49
	1,17
	1,52
	1,01
	0,46
	0,55
	3,26
	1,08
	0,82
	0,49
	0,28
	0,43
	0,382

	
	
	
	4
	1,94
	1,52
	1,93
	1,00
	0,57
	0,54
	4,38
	1,12
	1,12
	0,53
	0,35
	0,43
	0,274

	4/2,5
	40
	25
	3
	1,89
	1,48
	3,06
	1,27
	0,93
	0,70
	6,37
	1,32
	1,58
	0,59
	0,56
	0,54
	0,385

	
	
	
	4
	2,47
	1,94
	3,93
	1,26
	1,17
	0,69
	8,53
	1,37
	2,15
	0,63
	0,71
	0,54
	0,381

	4,5/2,8
	45
	28
	3
	2,14
	1,68
	4,41
	1,43
	1,32
	0,79
	9,02
	1,47
	2,20
	0,64
	0,79
	0,61
	0,382

	
	
	
	4
	2,80
	2,20
	5,68
	1,42
	1,69
	0,78
	12,1
	1,51
	2,98
	0,68
	1,02
	0,60
	0,379

	5/3,2
	50
	32
	3
	2,42
	1,90
	6,17
	1,60
	1,99
	0,91
	12,4
	1,60
	3,26
	0,72
	1,18
	0,70
	0,403

	
	
	
	4
	3,17
	2,49
	7,98
	1,59
	2,56
	0,90
	16,6
	1,65
	4,42
	0,76
	1,52
	0,69
	0,401

	5,6/3,6
	56
	36
	4
	3,58
	2,81
	11,4
	1,78
	3,70
	1,02
	23,2
	1,82
	6,25
	0,84
	2,19
	0,78
	0,406

	
	
	
	5
	4,41
	3,46
	13,8
	1,77
	4,48
	1,01
	29,2
	1,86
	7,91
	0,88
	2,66
	0,78
	0,404

	6,3/4,0
	63
	40
	4
	4,04
	3,17
	16,3
	2,01
	5,16
	1,13
	33,0
	2,03
	8,51
	0,91
	3,07
	0,87
	0,397

	
	
	
	5
	4,98
	3,91
	19,9
	2,0
	6,26
	1,12
	41,4
	2,08
	10,8
	0,95
	3,37
	0,86
	0,396

	
	
	
	6
	5,90
	4,63
	23,3
	1,99
	7,28
	1,11
	49,9
	2,12
	13,1
	0,99
	4,36
	0,86
	0,393

	
	
	
	8
	7,68
	6,03
	29,6
	1,96
	9,15
	1,09
	66,9
	2,20
	17,9
	1,07
	5,58
	0,85
	0,386

	7/4,5
	70
	45
	5
	5,59
	4,39
	27,8
	2,23
	9,05
	1,27
	56,7
	2,28
	15,2
	1,05
	5,34
	0,98
	0,406

	7,5/5
	75
	50
	5
	6,11
	4,79
	34,8
	2,39
	12,5
	1,43
	69,7
	2,39
	20,8
	1,17
	7,24
	1,09
	0,436

	
	
	
	6
	7,25
	5,69
	40,9
	2,38
	14,6
	1,42
	83,9
	2,44
	25,2
	1,21
	8,48
	1,08
	0,435

	
	
	
	8
	9,47
	7,43
	52,4
	2,35
	18,5
	1,40
	112
	2,52
	34,2
	1,29
	10,9
	1,07
	0,430

	8/5
	80
	50
	5
	6,36
	4,99
	41,6
	2,56
	12,7
	1,41
	84,6
	2,6
	20,8
	1,13
	7,58
	1,09
	0,387

	
	
	
	6
	7,55
	5,92
	49,0
	2,55
	14,8
	1,40
	102
	2,65
	25,2
	1,17
	8,88
	1,08
	0,386

	9/5,6
	90
	56
	5,5
	7,86
	6,17
	65,3
	2,88
	19,7
	1,58
	132
	2,92
	32,2
	1,26
	11,8
	1,22
	0,384

	
	
	
	6
	8,54
	6,70
	70,6
	2,88
	21,2
	1,58
	145
	2,95
	35,2
	1,28
	12,7
	1,22
	0,384

	
	
	
	8
	11,18
	8,77
	90,9
	2,85
	27,1
	1,56
	194
	3,04
	47,8
	1,36
	16,3
	1,21
	0,380

	10/6,3
	100
	63
	6
	9,59
	7,53
	98,3
	3,2
	30,6
	1,79
	198
	3,23
	49,9
	1,42
	18,2
	1,38
	0,393

	
	
	
	7
	11,1
	8,70
	113
	3,19
	35,0
	1,78
	232
	3,28
	58,7
	1,46
	20,8
	1,37
	0,392

	
	
	
	8
	12,6
	9,87
	127
	3,18
	39,2
	1,77
	266
	3,32
	67,6
	1,50
	23,4
	1,36
	0,391

	
	
	
	10
	15,5
	12,1
	154
	3,15
	47,1
	1,75
	333
	3,40
	85,8
	1,58
	28,3
	1,35
	0,387

	11/7
	110
	70
	6,5
	11,4
	8,98
	142
	3,53
	45,6
	2
	286
	3,55
	74,3
	1,58
	26,9
	1,53
	0,402

	
	
	
	8
	13,9
	10,9
	172
	3,51
	54,6
	1,98
	353
	3,61
	92,3
	1,64
	32,3
	1,52
	0,400

	12,5/8
	125
	80
	7
	14,1
	11
	227
	4,01
	73,7
	2,29
	452
	4,01
	119
	1,8
	43,4
	1,76
	0,407

	
	
	
	8
	16
	12,5
	256
	4
	83,0
	2,28
	518
	4,05
	137
	1,84
	48,8
	1,75
	0,406

	
	
	
	10
	19,7
	15,5
	312
	3,98
	100
	2,26
	649
	4,14
	173
	1,92
	59,3
	1,74
	0,404

	
	
	
	12
	23,4
	18,3
	365
	3,95
	117
	2,24
	781
	4,22
	210
	2
	69,5
	1,72
	0,400

	14/9
	140
	90
	8
	18
	14,1
	364
	4,49
	120
	2,58
	727
	4,49
	194
	2,03
	70,3
	1,98
	0,411

	
	
	
	10
	22,2
	17,5
	444
	4,7
	146
	2,56
	911
	4,58
	245
	2,12
	85,5
	1,96
	0,409

	16/10
	160
	100
	9
	22,9
	18
	606
	5,15
	186
	2,85
	1221
	5,19
	300
	2,23
	110
	2,2
	0,391

	
	
	
	10
	25,3
	19,8
	667
	5,13
	204
	2,84
	1 359
	5,23
	335
	2,28
	121
	2,19
	0,390

	
	
	
	12
	30
	23,6
	784
	5,11
	239
	2,82
	1634
	5,32
	405
	2,36
	142
	2,18
	0,388

	
	
	
	14
	34,7
	27,3
	897
	5,08
	272
	2,8
	1 910
	5,40
	477
	2,43
	162
	2,16
	0,385

	18/11
	180
	110
	10
	28,3
	22,2
	952
	5,8
	276
	3,12
	1933
	5,88
	444
	2,44
	165
	2,42
	0,375

	
	
	
	12
	33,7
	26,4
	1123
	5,77
	324
	3,10
	2324
	5,97
	537
	2,52
	194
	2,40
	0,374

	20/12,5
	200
	125
	11
	34,9
	27,4
	1449
	6,45
	446
	3,58
	2920
	6,5
	718
	2,79
	264
	2,75
	0,392

	
	
	
	12
	37,9
	29,7
	1568
	6,43
	482
	3,57
	3 189
	6,54
	786
	2,83
	286
	2,74
	0,392

	
	
	
	14
	43,9
	34,4
	1801
	6,41
	551
	3,54
	3 726
	6,62
	922
	2,91
	327
	2,73
	0,390

	
	
	
	16
	49,8
	39,1
	2026
	6,38
	617
	3,52
	4 264
	6,71
	1061
	2,99
	367
	2,72
	0,388

	25/16
	250
	160
	12
	48,3
	37,9
	3147
	8,07
	1032
	4,62
	6 212
	7,97
	1634
	3,53
	604
	3,54
	0,410

	
	
	
	16
	63,6
	49,9
	4091
	8,02
	1333
	4,58
	8 308
	8,14
	2200
	3,69
	781
	3,50
	0,408

	
	
	
	18
	71,1
	55,8
	4545
	7,99
	1475
	4,56
	9 358
	8,23
	2487
	3,77
	866
	3,49
	0,407

	
	
	
	20
	78,5
	61,7
	4987
	7,97
	1613
	4,53
	10410
	8,31
	2776
	3,85
	949
	3,48
	0,405
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Пусть моменты инерции относительно осей  OX и OY, а так же площадь фигуры заданы. Определим моменты инерции относительно новых осей O1X1 и O1Y1, параллельных заданным, т.е.
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