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Теория подобия и (-теорема

Теория подобия является учением об условиях подобия физических явлений. Методы теории подобия лежат в основе масштабирования и моделирования процессов.
Процессы подобны, если они описываются одним и тем же дифференциальным уравнением (или системой дифференциальных уравнений) при подобных условиях однозначности, включающих геометрическое подобие систем, временнòе подобие, подобие физических величин, характеризующих процесс, подобие граничных и начальных условий.
Условия однозначности, заданные в виде конкретных численных значений, выделяют из всего класса процессов, описываемых данным дифференциальным уравнением, один конкретный процесс. Таким образом, условия однозначности — это
индивидуальные признаки различных процессов одного и того же класса.

Понятие подобия процессов значительно шире понятия подобия условий однозначности.

Из дифференциальных уравнений получают безразмерные величины — инварианты подобия, подразделяемые на
симплексы и комплексы.

Симплексы образованы из однородных (по размерности)
величин, к таким, например, относится геометрический
симплекс (параметрическое число подобия Г):
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 — линейный размер (диаметр), м;
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 — линейный размер (длина), м.
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Комплекс образован величинами, разнородными по размерности. Примерами комплексов являются числа (критерии) подобия, например, число Рейнольдса:
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где  w
 — скорость потока жидкости (газа), м·с–1;

       (

 — плотность жидкости (газа), кг·м–3;

(    — динамический коэффициент вязкости жидкости
(газа), Па·с;


ν

 — кинематический коэффициент вязкости жидкости

 (газа), м2·с–1; 

или число Нуссельта:
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где  (

 — коэффициент теплоотдачи, Вт(м–2(К–1;

(
 — коэффициент теплопроводности, Вт(м–1(К–1;
или же число Эйлера
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где  (Р — перепад давлений (гидравлическое сопротивление), Па;

(

 — плотность жидкости (газа), кг(м–3 ;

w
 — скорость потока жидкости (газа), м·с–1.

Если числа подобия находят из условий однозначности,
то они носят название определяющих чисел подобия. Равенство определяющих чисел (критериев) подобия является условием подобия процессов. Числа подобия, содержащие хотя бы
одну физическую величину, не включённую в условия однозначности, называют определяемыми (неопределяющими) числами подобия. Их равенство является следствием подобия процессов.
Практическое применение теории подобия к экспериментальному и теоретическому исследованию процессов основано  на следующих теоремах подобия.

Теорема подобия (Ньютона-Бертрана): подобные явления характеризуются численно равными критериями подобия.

Теорема подобия (Кирпичёва-Гухмана): подобны те явления или системы, которые описываются одинаковыми уравнениями связи, и условия однозначности у которых подобны.

Теорема подобия (Бекингема—Федермана):

Любая зависимость вида 
f(х1, х2, …, хn) = 0  или  х1 = f(х2, х3, …, хn)         (1)
между n характеризующими систему физическими величинами х можно представить как зависимость между безразмерными величинами в виде уравнения подобия (критериального уравнения) вида
f((1, (2, …, (i) = 0 или  (1(х1) = f((2, …, (i),         (2)
где  (
 — безразмерные величины (числа подобия);

        i
 — количество безразмерных величин;

        х
 — физические величины;

        n
 — количество физических величин.

Здесь (1 — определяемое число подобия; (2, …, (i – определяющие числа подобия.

Или, иными словами, функциональная зависимость между характеризующими процесс величинами может быть представлена в виде зависимости между составленными из них критериями подобия (критериальной зависимости).

Применять теорию подобия можно лишь, когда удается
составить дифференциальное уравнение, описывающее изучаемый процесс, и сформулировать условия однозначности. Однако
в некоторых случаях при изучении сложных процессов, явлений, зависящих от большого числа самых различных факторов, не удается составить даже дифференциальных уравнений, которые описывали бы эти сложные явления или процессы. В таких случаях математически возможно лишь представить зависимости между величинами в самом общем виде, а именно —
неопределенной функцией искомой величины от величин, на неё влияющих. Эту функциональную зависимость, составленную из физических величин, можно показать в виде
степенного уравнения вида
x1 = A x2a x3b x4c x5d … xnz,                     
(3)
где А, a, b, …, z — безразмерные коэффициент и показатели
степени.
Связь между различными физическими факторами можно
установить лишь методом анализа размерностей, позволяющим привести функциональную зависимость самого общего вида
к строго определенному числу безразмерных комплексов физических величин, а при наличии подобия — к строго определенному числу инвариантов подобия. В основе этого метода лежит понятие размерности (физической величины), под которой понимается представление её в виде зависимости от основных единиц системы измерения СИ (табл. 1).

Для выявления обобщенных зависимостей между физическими величинами, конкретный вид связи между которыми
неизвестен, служит (-теорема анализа размерностей, позволяющая найти количество чисел подобия, входящих в искомое уравнение подобия для исследуемого процесса.
Формулировка (-теоремы

Если общая функциональная зависимость вида (1) связывает n размерных величин, которые выражают через m основных единиц системы измерения, то эта зависимость может быть сведена к уравнению подобия (2), содержащему i безразмерных величин

i = n – m,                                      (4)

где i   — число безразмерных величин;
n  — число физических величин в (1),

m
 — число основных единиц системы измерений, через
которые выражены эти величины.
Таблица 1
Основные физические величины, символы,

размерности и единицы СИ

	Величина
	Единица СИ

	Наименование
	Обозна-чение
	Раз-мерность
	Наимено-вание
	Обозначение

	
	
	
	
	Между-нар.
	На
рус. яз.

	Время
	t
	T
	секунда
	s
	c 

	Длина
	l
	L
	метр
	m
	м

	Кол-во
вещества
	n
	N
	моль
	mol
	моль

	Масса
	m
	M
	килограмм
	kg
	кг

	Сила

света
	J
	J
	канделла
	kd
	кд

	Сила эл.

тока
	I
	I
	ампер
	А
	А

	Темпера-тура
	Т
	Θ
	кельвин
	К
	К


Следствие (-теоремы

Если среди n величин в зависимости (1) имеется q неоднородных величин (т. е. величин с неоднородными размерностями), то количество симплексов S составляет

S = n – q,                                        (5)

а количество комплексов К составляет

K = q – m.                                       (6)

Здесь, как и в (4), m — количество основных единиц системы единиц измерений СИ, установленной в настоящее время для научно-технической документации. Основные (независимые) единицы этой системы приведены в табл. 1.
В отличие от основных, производные единицы системы измерений — это единицы производных величин, определяемые по уравнениям связи с единицами других величин.

Определим единицу измерения динамического коэффициента вязкости (, выразив его размерность сначала через производные, а затем основные единицы СИ:
[(] = Па·с = (H·м–2)·с = ((кг·м·с–2)·м–2)·с = кг·м–1·с–1.
Задача
Условие
Определить потери (Р давления на преодоление сопротивления трению изотермическим (Т = const) потоком вязкой не-сжимаемой жидкости в условиях установившегося ламинарного режима течения в круглой прямой горизонтальной трубе диаметром d на участке длиной l , если функциональная зависимость (1) имеет вид

(Р = (Р ((, w, d, l),                         (7)
где w — скорость потока.

Решение

1) Считаем количество n физических величин в зависимости (7).
n = 5.
2) Определяем количество основных единиц СИ, через
которые выражены эти величины, для чего выпишем формулы размерности каждой из величин в зависимости (7):

[(Р] = Па = Н·м–2 = (кг·м·с–2 )·м–2 = кг·м–1·с–2 =
= М·L–1·T–2;
Следовательно,  m = 3 (кг, м, с);
[(] = [M L–1 T–1];
[w] = м·с–1 = [L·T–1];
[d] = м = [L];
[l] = м = [L].
3) Определяем количество q величин с неодинаковой размерностью
q = 4, это (P, (, w, d.
4) Из (4) находим число инвариантов в искомом уравнении подобия
i = n – m = 5 – 3 = 2.
В том числе:

количество симплексов согласно (5)

S = n – q = 5 – 4 = 1;

количество комплексов согласно (6)

K = q – m = 4 – 3 = 1.
5) Представим функциональную зависимость (7) в виде степенного уравнения

(Р = А(BwCdD lE.                                 (8)
6) Подставим формулы размерности физических величин
в степенное уравнение (8)
[M.L–1.T–2 ] = A[M.L–1.T–1]B.[L.T–1]C.[L]D.[L]E.
Раскрывая скобки в правой части последнего уравнения,
получим:
[M.L–1.T–2 ] = A MB.L–B+C+D+E.T–B–C.
Поскольку А — безразмерный коэффициент, а размерности основных величин независимы, то для того чтобы полученное равенство удовлетворялось, необходимо равенство показателей степеней при одних и тех же единицах измерения в левой и правой частях равенства были равны. Следовательно, для показателей степеней размерностей основных величин  получим систему уравнений:
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–1 = (–1)·B + 1·C + D + E
[T] –2 = (–1)·B + (–1)·C
Решая полученную систему уравнений, определяем значения показателей степеней:

B = 1

C = 2 – B = 1
D = – 1 + B – C – E = –1 – E.
6) Подставив в (8) эти значения показателей степеней, по-лучим:
(Р = A( w d–1 d–E lE  = A
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или в соответствии с (2)

(1 ((Р) = А(2E,

где (1 = 
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Итак, зависимость из 5-ти величин преведена к зависимости безразмерных комплекса и симплекса, причем полученный составной комплекс, состоит из произведения хорошо известных чисел подобия: Re и Eu.

С учетом этого критериальное уравнение имеет следующий вид

Eu = ARe–1ГЕ.
Последующая работа состоит в определении значений показателей степеней и безразмерного коэффициента А, которые находятся на основании опытных данных, как правило, экспериментально-статистическими методами.
Варианты  заданий
Составить критериальные уравнения, если исходная функциональная зависимость имеет вид: 

1. ΔP = f (ρ, w, d, l)

2. ΔP = f (ρ, μ, w, d, l)
3. ΔP = f (ρ, μ, w, g, d, l)
4. α = f (w, ρ, μ, λ, d)
5. α = f (w, ρ, μ, λ, c, d)
6. β = f (D, μ, ρ, l)
7. R = f (l, w, ρ, μ, g),
где 
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λ — коэффициент теплопроводности, Дж(м–1(с–1(град–1,
Вт(м–1(К–1;

α — коэффициент теплоотдачи, Вт(м–2(К–1;

c — удельная теплоёмкость, Дж(кг–1(К–1;

μ — коэффициент динамической вязкости, Па(с;

ρ — плотность, кг(м–3;

β — коэффициент массоотдачи, м(с–1;

D — коэффициент диффузии, м2(с–1;

g — ускорение свободного падения, м(с–2;

R — сила сопротивления, Н.

Число Прандтля 
[image: image12.wmf]Pr,

c

m

l

=

 число Нуссельта 
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число Фруда 
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диффузионное число Нуссельта 
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диффузионное число Прандтля 
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