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Цели работы: 
 
1. Рассмотреть основные понятия теории случайных процессов. 
2. Изучить метод построения модели системы массового 

обслуживания с ожиданием. 
3. Провести анализ СМО с ожиданием с помощью уравнений 

Колмогорова и формул Эрланга. 
4. Изучить методы приближенного решения системы 

дифференциальных уравнений с применением системы Mathcad. 
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Лабораторная работа №4 
Система массового обслуживания с ожиданием 

 
Задача. На станцию текущего ремонта автомашин поступает про-

стейший поток заявок на ремонт с плотностью 3 . Автомастерская 
имеет k=3 линий (каналов) для ремонта автомашин. Во дворе станции мо-
гут одновременно находиться, ожидая ремонта, не более n = 2 машин. 
Среднее время ремонта одной автомашины – полчаса.  

Необходимо:  
1)  Построить граф состояний системы; 
2) Записать уравнения Эрланга-Колмогорова с помощью этого 

графа; 
3) Найти приближенное решение системы дифференциальных урав-

нений с помощью системы Mathcad (Rkadapt или rkfixed).    
4) Построить графики вероятностей состояний; 
5) Определить время выхода на стационарный режим; 
6) Определить вероятности состояний для стационарного   режима; 
7) Вычислить вероятность отказа в обслуживании заявки; 
8) Определить среднее время, в течение которого мастерская сво-

бодна; 
9) Определить относительную и абсолютную пропускную способ-

ность СМО; 
10) Определить среднее число занятых каналов и среднюю  длину 

очереди; 
11) Определить среднее время нахождения заявок в очереди и сред-

нее время нахождения заявок в мастерской;   
12)Написать уравнения Эрланга для предельных вероятностей Pk в 

стационарном режиме; 
13)Найти решение системы уравнений Эрланга, провести сравни-

тельный анализ  полученных результатов. 
14)Оценить показатели эффективности работы мастерской и дать 

предложения по их улучшению. 
  
Решение 
Возможны следующие состояния системы: 
 S0 – все каналы свободны;  
S1 – один канал занят, очереди нет;  
S2 – два     канала заняты, очереди нет; 
S3 –три канала заняты, очереди нет; 
S4 – три  канала заняты, в очереди одна заявка;  
S5 – три канала заняты, в очереди две заявки; 
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1) Граф состояний системы с тремя каналами обслуживания изо-
бражен на рис.1. 

 

 
                          Рис. 1. Граф состояний 


 

 2) Запишем уравнения Эрланга с помощью графа состояний. 
 Мнемоническое правило  составления уравнений: 
 
 
 
 
 
 
 

)()(
)(

01
0 tPtP
dt

tdP
  ,                                                     (1) 

)()()(2)(
)(

120
1 tPtPtP
dt

tdP
  ,                       (2) 

)()2()(3)(
)(

231
2 tPtPtP
dt

tdP
  ,                     (3) 

)()3()(3)(
)(

342
3 tPtPtP
dt

tdP
  ,                     (4) 

)()3()(3)(
)(

453
4 tPtPtP
dt

tdP
  ,                      (5)              

)(3)(
)(

54
5 tPtP
dt

tdP
  .                                                    (6)  

Кроме того, 

1)()()()()()( 543210  tPtPtPtPtPtP .                       (7) 

Рассмотрим систему  уравнений (1)-(6)  с начальными условиями 

1)0(0 P ,    0)0()0()0()0()0( 54321  PPPPP . 

Уравнение    (7)  будет использовано для проверки вычислений. 
В системе Mathcad введем исходные данные, начальные условия и 

вектор - столбец правых частей системы дифференциальных уравнений  
(листинг 1). 

    S0     S1     S2    S3     S4   S5 

          

  2  3  3  3  

   
Производная 
от   Pk(t) 

Сумма потоков 
вероятности, которые 
приводят систему в 
состояние Sk  

сумма потоков   
вероятности,  
выводящих  систему   
из состоянию Sk            
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3) С помощью функции Rkadapt находим приближенное решение 
начальной задачи. 

4) Строим зависимости  вероятностей состояний от времени. 
5) Переходной период длится до момента  t 3ч (определяем с 

помощью графиков). 
6) Можно определить вероятности состояний для установившегося 

режима  P0 = 0,217;   P1 =0,325;    P2 =0,244;   P3 =0,122;  P4 =0,061; P5 =0,031 
(определяются по таблице). Кроме того,  предельные вероятности 
определяются двумя способами: а) матричным способом решаем систему 
линейных уравнений; б) используем формулы Эрланга.  

Запишем систему уравнений для предельных вероятностей и найдем 
решение этой системы матричным способом  (листинг 2);  

Вычисляем предельные вероятности с помощью  формул  Эрланга  
(листинг 2);  

Совпадение результатов свидетельствует об отсутствии ошибок в 
документе (программе).  

Вычисляем основные показатели эффективности работы СМО на 
стационарном режиме (листинг 3). 

7) Вероятность отказа в обслуживании заявки, т.е. вероятность со-
стояния, когда все каналы заняты и в очереди нет мест   

                                  Potk= P5=0,031. 
8) Среднее время, в течение которого мастерская вообще не загру-

жена           %7,21%100217,0%1000  Pt  

9) Относительная пропускная способность есть вероятность того, 
что заявка будет обслужена 

 Potkq 1 1-0,031=0,969.  

Абсолютная пропускная способность  qQ  есть среднее число 

заявок, обслуживаемых системой в единицу времени 
                           qQ =0,969  3=2,907 

 
10) Определяем среднее число заявок в системе  

 543210 543210 PPPPPPLсист  

578,1031.05061,04122,03244,02325,01217,00   

Среднее время пребывания заявки в системе вычисляется по формуле                               

543,0
Q

L
T сист

сист .    

Рассчитаем среднее число заявок  в очереди 
123,021 54  PPLоч . 

Среднее число занятых каналов вычисляем по формуле 

455,1)(3321 54321  PPPPPkc . 
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Среднее время пребывания заявок в очереди вычисляется по формуле                               

042,0
907,2

123,0 
Q

L
T оч

оч .    

 Заключение. 
1. Абсолютная пропускная способность мастерской  
 qQ =2,907. Это означает, что почти все автомашины будут 

обслужены (т.е. интенсивность потока обслуженных заявок незначительно 
отличается от интенсивности потока заявок). 

2.Вероятность простоя мастерской P0 =0,217, т. е. оборудование 
будет простаивать около 22% времени.   

3.Вероятности нахождения заявок в очереди малы. Среднее число 
заявок в очереди равно  0,123. Отсюда можно сделать вывод, что очередь в 
СМО практически отсутствует. 

Необходимо провести мероприятия направленные на уменьшение 
времени простоя мастерской. 

Можно предположить, что уменьшение числа каналов приведет к 
повышению эффективности работы системы. Следует также проверить 
расчетным путем влияние на эффективность уменьшения числа мест в 
очереди.   
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Листинг 1 
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Листинг 2 
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Контрольные задания к лабораторной работе №4 

Листинг 3 
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Задача. На станцию текущего ремонта автомашин поступает про-

стейший поток заявок на ремонт с плотностью  . Автомастерская имеет n 
линий (каналов) для ремонта автомашин. Во дворе станции могут одно-
временно находиться, ожидая ремонта, не более  m  машин. Среднее время 
ремонта одной автомашины  1/ часов.   

Необходимо:  
1)  Построить граф состояний системы; 
2) Записать уравнения Эрланга-Колмогорова с помощью этого 

графа; 
3) Найти приближенное решение системы дифференциальных урав-

нений с помощью системы Mathcad (Rkadapt или rkfixed).    
4) Построить графики вероятностей состояний; 
5) Определить время выхода на стационарный режим; 
6) Определить вероятности состояний для стационарного режима; 
7) Определить вероятность отказа СМО; 
8) Определить среднее время, в течение которого мастерская сво-

бодна; 
9) Определить относительную и абсолютную пропускную способ-

ность СМО; 
10) Определить среднее число занятых каналов и среднюю  длину 

очереди; 
11) Определить среднее время нахождения заявок в очереди и сред-

нее время нахождения заявок в мастерской;   
12) Написать уравнения Эрланга для предельных вероятностей Pk в 

стационарном режиме; 
13) Найти решение системы уравнений Эрланга, провести сравни-

тельный анализ  полученных результатов. 
14) Оценить показатели эффективности работы мастерской и дать 

предложения по их улучшению. 
  
 
 
 
Вариант Плотность 

потока 
заявок 
 

Плотность 
потока  

обслуживаний 
 

Число 
каналов 

n 

Число мест 
в очереди 

m 

1 2 0.4 2 3 
2 4 1 3 1 
3 5 0,4 2 2 
4 5 0,5 2 3 
5 6 0,3 3 1 
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6 2 0,2 1 3 
7 5 0,02 2 3 
8 6 0,05 1 4 
9 7 0,03 2 2 
10 4 0,2 2 3 
11 3 0,4 3 2 
12 2 0,3 2 2 
13 1 0,3 3 1 
14 3 0,2 4 1 
15 4 0,5 2 3 

 
6.13.  Контрольные вопросы и задачи  к лабораторным работам 

№3 и №4 
 

1.Что называют потоком событий? 
2.Приведите пример системы массового обслуживания. 
3.Что называется случайным процессом? Приведите примеры. 
4.Что представляет собой граф состояний системы? 
5.Какой поток событий называется стационарным? ординар-

ным?  без последействия? Приведите примеры. 
6.Какой поток событий называют простейшим? 
7.Что называют плотностью потока? 
8.Дайте определение СМО с отказами. 
9.Дайте определение СМО с ожиданием. 
10.Какой режим работы СМО называют стационарным? 
11.Как определяются предельные (финальные) вероятности? 
12.Приведите мнемоническое правило составления дифферен-

циальных уравнений  Колмогорова. 
13.Приведите формулы Эрланга вычисления предельных веро-

ятностей для СМО с отказами. 
14.Приведите формулы Эрланга вычисления предельных веро-

ятностей для СМО с ожиданием. 
15.Назовите основные показатели эффективности работы 

СМО. 
16.На каком режиме вычисляются основные показатели эф-

фективности СМО? 
17.Что называют относительной пропускной способностью 

СМО? 
18. Что называют абсолютной пропускной способностью 

СМО? 
19.Как определяется среднее число занятых каналов? 
20.Как определяется среднее число заявок в системе? 
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21.Как определяется среднее число заявок в очереди? 
22.Как определяется среднее время пребывания заявки в сис-

теме? 
 
23. В СМО с отказами 2 канала. Предполагая потоки заявок и  

обслуживаний простейшими, (  – интенсивность  потока заявок,   

–интенсивность потока обслуживаний для одного канал)  составить  

уравнения Колмогорова.  
Решение. Возможные состояния системы: 
S0   - в   СМО нет заявок;     
S1  - в СМО одна заявка; 
S2  - в СМО две заявки.   
Граф состояний системы  имеет вид 

 
Уравнения Колмогорова составляем с помощью 

мнемонического правила: 

01
0 PP

dt

dP
  , 

  1310
1 2 PPP

dt

dP
  , 

21
2 2 PP

dt

dP
  ,            1210  PPP . 

 
 24. В СМО с отказами 2 канала. Предполагая потоки заявок и 

обслуживаний простейшими, интенсивности которых равны 2 , 
3 , найти среднее число занятых каналов на стационарном 

режиме. 
Решение.  Находим предельные вероятности по формуле 

Эрланга 

!2
1

1
20 

 

P ,   0
!

P
k

P
k

k


 ,  2,1k .  

3

2





 .      

     S0        S1       S2 

l 

m 

l 

2m 
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17

9

9

2

3

2
1

1

2

1

3

2

3

2
1

1
20 















P ,     
17

6

17

9

3

2
01  PP  ,  

17

2

17

9

2

3

2

2

2

0

2

2 










 PP


. 

Проверка:          1
17

2

17

6

17

9
 . 

Случайная величина    К – число занятых каналов имеет 
следующий закон распределения: 

 
Математическое ожидание вычисляется по формуле 

  59,0
17

10

17

2
2

17

6
1

17

9
0  KMK


. 

 
25. В СМО с ожиданием  2 канала и 1 место в очереди. 

Предполагая потоки заявок и обслуживаний простейшими,   
составить уравнения Колмогорова.  

Решение. Возможные состояния системы: 
S0 – в  СМО нет заявок;      S1  - в СМО один канал занят, в 

очереди нет  заявок;   
S2 – в  СМО два канала заняты, в очереди нет  заявок.   
S3 – в СМО два канала заняты, в очереди одна заявка. 
 

 
Уравнения Колмогорова: 

01
0 PP

dt

dP
  , 

     S0        S1       S2 

  

  

  

2  

      S3 

  

2  
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  120
1 2 PPP

dt

dP
  ,   

   231
2 22 PPP

dt

dP
   

32
3 2 PP

dt

dP
  ,            13210  PPPP . 

 
26. В СМО с ожиданием  2 канала и 1 место в очереди. 

Предполагая потоки заявок и обслуживаний простейшими, 
интенсивности потоков 3 , 1 , найти среднее число заявок на 

обслуживании и среднее число заявок в очереди.  
Решение. Находим предельные вероятности состояний, 

используя формулы Эрланга 
 








































22
1

22
1

1
1220P ,   3

1

3





 . 

 Тогда получаем 

61

4

2

3

2

3

2

3
31

1

32

3

2

3
1

2

3

2

3
31

1
221220 





































P

, 

61

12

61

4
301  PP  ,  

61

18

61

4

2

3

2

2

0

2

2  PP


 , 

61

27

61

4

2

3

2

3

22

2

0

2

3  PP


. 

Вычислим среднее число заявок на обслуживании (то есть 
среднее число занятых каналов).  

 
 

  672,1
61

102

61
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Закон распределения случайной величины  L0 – числа заявок в 
очереди имеет вид 

 
Вычисляем математическое ожидание 
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