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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА
«РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ»

Цель работы: изучить основные методы решения нелинейных уравнений. Овладеть технологией решения таких уравнений средствами MS Excel.
Идея метода

Нелинейные уравнения
Аналитическое решение нелинейных уравнений существует только для узкого круга типов уравнений. Доказано, что алгебраические уравнения выше четвертой степени неразрешимы в элементарных функциях. Поэтому решение уравнения сводят к численному решению.

Нахождение приближенного решения проводят в два этапа. На первом этапе производится отделение корней – поиск интервалов, в которых содержится только по одному корню. Второй этап решения связан с уточнением корня в выбранном интервале (определением значения корня с заданной точностью).

В общем случае отделение корней уравнения f(x)=0 базируется на известной теореме, утверждающей, что если непрерывная функция f(x) на концах отрезка [a,b] имеет значения разных знаков, т.е. f(a)×f(b)≤0, то в указанном промежутке содержится хотя бы один корень. Например, для уравнения f(x) = x3-6x+2 = 0 видим, что при x →∞ f(x)>0, при x → - ∞ f(x)<0, что уже свидетельствует о наличии хотя бы одного корня. В общем случае выбирают некоторый диапазон, где могут обнаружиться корни, и осуществляют прогон по этому диапазону с выбранным шагом h для обнаружения перемены знаков f(x), т.е. f(x)×f(x+h)<0. Кроме того, можно построить график данной функции и найти, где, примерно, кривая пересекает ось x.
Метод бисекций (дихотомии)

Самым простейшим из методов уточнения корней нелинейных уравнений является метод половинного деления, или метод дихотомии, предназначенный для нахождения корней уравнений, представленных в виде f(x)=0.

	[image: image1.png]fB), v

Puc. 1. Memoo oenenus ompesxa nononam






Пусть непрерывная функция f(x) на концах отрезка [a,b] имеет значения разных знаков, т.е. f(a)×f(b) ≤ 0 (рис. 1), тогда на отрезке имеется хотя бы один корень.

Возьмем середину отрезка с=(a+b)/2. Если f(a)×f(с)≤ 0, то корень принадлежит отрезку от a до (a+b)/2 и в противном случае от (a+b)/2 до b.
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Поэтому берем подходящий из этих отрезков, вычисляем значение функции в его середине и т.д. до тех пор, пока длина очередного отрезка не окажется меньше заданной предельной абсолютной погрешности (b-a) < ε.
Так как каждое очередное вычисление середины отрезка c и значения функции f(c) сужает интервал поиска вдвое, то при исходном отрезке [a,b] и предельной погрешности ε количество вычислений n определяется условием (b-a)/2n < ε, или n ~ log2((b-a)/ε). Например, при исходном единичном интервале и точности порядка 6 знаков ( ε ≈ 10-6) после десятичной точки достаточно провести 20 вычислений (итераций) значений функции.

Метод Ньютона
Данный метод еще называют методом касательных, т.к. основная идея метода заключается в последовательном построении касательных в точках, выбираемых по определенному алгоритму. Причем первая точка, называемая начальным приближением, выбирается заранее. Пусть известно некоторое приближенное значение Zn корня X*. Применяя формулу Тейлора и ограничиваясь в ней

двумя членами, имеем
f(X*) ≈ f(Zn) + (X* ( Zn) f '(Zn) = 0 ,

откуда

X* ≈ Zn+1 = Zn ( f (Zn) / f '(Zn)
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Геометрическое решение этого метода заключается, как упоминалось ранее, в построении касательной к кривой y = f(x) в выбранной точке x = Zn. Далее находится точка пересечения этой касательной с осью абсцисс, и эта точка принимается за очередное приближение к корню (рис. 3).
Решение уравнений средствами EXCEL

Метод 1. С использованием циклических ссылок
Если в ячейку Excel введена формула, содержащая ссылку на эту же самую ячейку (может быть и не напрямую, а опосредованно – через цепочку других ссылок), то говорят, что имеет место циклическая ссылка (цикл). На практике к циклическим ссылкам прибегают, когда речь идет о реализации итерационного процесса, вычислениях по рекуррентным соотношениям и т.п. В обычном режиме Excel обнаруживает цикл и выдает сообщение о возникшей ситуации, требуя ее устранения. Excel не может провести вычисления, так как циклические ссылки порождают бесконечное  количество вычислений. Есть два выхода из этой ситуации: устранить циклические ссылки или допустить вычисления по формулам с циклическими ссылками (в последнем случае число повторений цикла должно быть конечным).
Рассмотрим задачу нахождения корня уравнения методом Ньютона с использованием циклических ссылок. Возьмем для примера квадратное уравнение: х2 – 5х + 6 = 0, графическое представление которого приведено на рис. 4. Найти корень этого (и любого другого) уравнения можно, используя всего одну ячейку Excel.
Для включения режима циклических вычислений в меню «Сервис» (> «Параметры» (> «Вычисления» включаем флажок «Итерации», при необходимости изменяем число повторений цикла в поле «Предельное число итераций» и точность вычислений в поле «Относительная погрешность» (по умолчанию их значения равны 100 и 0,0001 соответственно). Кроме этих установок выбираем вариант ведения вычислений: «автоматически» или «вручную». При автоматическом вычислении Excel выдает сразу конечный результат, при вычислениях, производимых вручную, можно наблюдать результат каждой итерации.
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Выберем произвольную ячейку, присвоим ей новое имя, скажем – Х, и введем в нее рекуррентную формулу, задающую вычисления по методу Ньютона:

= X − F(X)/ F1(X),

где F и F1 задают соответственно выражения для вычисления значений функции и ее производной.
Например, для ячейки F3 выражение будет следующим
=F3-((F3*F3-5*F3+6)/(2*F3-5)).
Для нашего квадратного уравнения после ввода формулы в ячейке появится значение 2, соответствующее одному из корней уравнения (рис. 4). В нашем случае начальное приближение не задавалось, итерационный вычислительный процесс начинался со значения, по умолчанию хранимого в ячейке Х и равного нулю.
Как получить второй корень? Обычно это можно сделать изменением начального приближения. Решать проблему задания начальных установок в каждом случае можно по-разному. Продемонстрируем один прием, основанный на использовании функции ЕСЛИ. С целью повышения наглядности вычислений ячейкам были присвоены содержательные имена (рис. 5).
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• В ячейку Хнач (В4) записываем начальное приближение – 5;

• В ячейку Хтекущ (С4) записываем формулу:

=ЕСЛИ(Хтекущ=0;Хнач; Хтекущ-(Хтекущ^2-5*Хтекущ+6)/(2*Хтекущ-5)).

• В ячейку D4 помещаем формулу, задающую вычисление значения функции в точке Хтекущ, что позволит следить за процессом решения.

• Заметьте, что на первом шаге вычислений в ячейку Хтекущ будет помещено начальное значение, а затем уже начнется счет по формуле на последующих шагах.

• Чтобы сменить начальное приближение, недостаточно изменить содержимое ячейки Хнач и запустить процесс вычислений. В этом случае вычисления будут продолжены, начиная с последнего вычисленного значения. Чтобы обнулить значение, хранящееся в ячейке Хтекущ, нужно заново записать туда формулу. Для этого достаточно выбрать ячейку Хтекущ, содержащую формулу, и нажать сначала «F2», а затем «Enter».
Метод 2. С использованием «Поиска решений»
Доступ сервису «Поиск решений» возможен из меню «Сервис» (> «Поиск решения». Задачи, которые можно решать с помощью Поиска решения, в общей постановке формулируются следующим образом:

Найти:

х1 ,х2, … , хn

такие, что:

F(х1 ,х2, … , хn) → {Max; Min; = Value}

при определенных ограничениях:

G(х1 ,х2, … , хn) → {≤ Value; ≥ Value; = Value}
Искомые переменные – ячейки рабочего листа Excel – называются регулируемыми ячейками. Целевая функция F(х1 ,х2, … , хn) должна задаваться в виде формулы в ячейке рабочего листа. Эта формула может содержать функции, определенные пользователем, и должна зависеть (ссылаться) от регулируемых ячеек. В момент постановки задачи определяется, что делать с целевой функцией. Возможен выбор одного из вариантов:

• найти максимум целевой функции F(х1 ,х2, … , хn);

• найти минимум целевой функции F(х1 ,х2, … , хn);

• добиться того, чтобы целевая функция F(х1 ,х2, … , хn) имела фиксированное значение: F(х1 ,х2, … , хn) = Value.

Функции G(х1 ,х2, … , хn) называются ограничениями. Их можно задать как в виде равенств, так и неравенств. На регулируемые ячейки можно наложить дополнительные ограничения: неотрицательности и/или целочисленности, тогда искомое решение ищется в области положительных и/или целых чисел.
Рассмотрим процесс нахождения корней квадратного уравнения. Сначала необходимо заполнить ячейки в соответствии с рис. 6. В ячейке C4 записываем формулу «= C3^2 - 5*C3 + 6». В ячейке С3 находится начальное приближение, а после решения с помощью «Поиск решения» в этой ячейке будет выведен найденный корень.
Затем, открываем диалог «Поиск решения» (рис. 6) и выполняем следующие действия:

1) в поле «Установить целевую ячейку» нужно ввести адрес ячейки, содержащей формулу для вычисления значений оптимизируемой функции. В нашем примере целевая ячейка – С4;
2) для максимизации значения целевой ячейки, установить переключатель «максимальному значению», для минимизации используется переключатель «минимальному значению», в нашем случае устанавливаем переключатель в положение «значению» и вводим значение 0;

3) в поле «Изменяя ячейки» ввести адреса изменяемых ячеек, т.е. аргументов целевой функции (в нашем случае один аргумент – в ячейке С3), разделяя их знаком «;» (или щелкая мышью при нажатой клавише Сtrl на соответствующих ячейках). Для автоматического поиска всех влияющих на решение ячеек используется кнопка «Предположить»;

4) в поле «Ограничения» с помощью кнопки «Добавить» ввести все ограничения, которым должен отвечать результат поиска. Для нашего примера ограничений задавать не нужно.
5) для запуска процесса поиска решения нажать кнопку Выполнить.
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Для сохранения полученного решения необходимо использовать переключатель «Сохранить найденное решение» в открывшемся окне диалога «Результаты поиска решения».
Полученное решение зависит от выбора начального приближения, которое задается в ячейке С3 (аргумент функции).

Варианты заданий
Задача: найти корень нелинейного уравнения f1(x)-f2(x) = 0 на заданном отрезке [a,b] средствами Excel двумя описанными выше способами.
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