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Интерполяция функций с равноотстоящими узлами
 Основные теоретические положения. 
Приближение функций одной переменной.

Одной из наиболее важных проблем численного анализа является проблема приближенного описания неизвестной функциональной зависимости по известным ее значениям в некоторых точках, называемых узловыми. 

Пример 1 
Закон движения некоторого объекта S = f(t) представлен в табл. 1 (t – время, S –путь). 

Таблица 1
	t 
	0 
	1 
	2 
	3 
	4 
	5 
	6 

	S 
	0 
	2 
	10 
	30 
	46 
	130 
	222 


Требуется найти пройденный объектом путь к моменту t = 3,5. 

Для вычисления S = f(3,5) необходимо на основе табл.1 получить математическое описание функциональной зависимости S = f(t). 
При требовании точного совпадения в узловых точках функции и ее приближения (задача интерполяции) число определяемых параметров аппроксимирующей зависимости равно числу точек. При выборе такого критерия задача сводится к построению интерполяционных многочленов. 

В тех случаях, когда значения функции в узлах определены с некоторой погрешностью или количество узловых точек велико, требование точного совпадения в узлах излишне и в этом случае необходима аппроксимация заданной таблично зависимости. Аппроксимирующая зависимость должна быть близка к исходной функции лишь в смысле некоторого критерия. В этом случае задача о приближении (задача аппроксимации) ставится следующим образом. Требуется данную функцию f(x) заменить (аппроксимировать) полиномом так, чтобы отклонение функции от полинома на заданном множестве Х={x} было минимальным. 
В качестве критерия рассогласования в задачах аппроксимации наиболее распространен критерий «наименьших квадратов» R: 
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(1)
где yi – наблюдаемое значение (вычисленное или полученное из опыта) в i-й точке; f(xi) – раcсчитанное значение аппроксимирующей функции в i-й точке.
Рассмотрим подробнее задачу интерполяции таблично заданной функции одной переменной.
Постановка задачи интерполяции.
Задача интерполирования может быть сформулирована следующим образом. 

Пусть на отрезке [a, b] заданы n + 1 точек х0, x1, … , xn, которые называются узлами интерполяции, и значения некоторой интерполируемой функции f(x) в этих точках, т. е.

y0 = f (x0); y1 = f (x1); … ; yn = f (xn).



(2)
Требуется построить интерполирующую зависимость F(x), которая в узлах интерполяции принимает те же значения, что и функция f (x), т. е.

F(x0) = f (x0) = y0 ,

  . . . . . . . . . . . . .





        (3)
F(xn) = f (xn) = yn.
Графически задача интерполирования заключается в том, чтобы построить такую функцию, которая бы проходила через все узловые точки. 

Чаще всего в качестве интерполирующей функции F(x) используются многочлены
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. Задача состоит в том, чтобы подобрать многочлен, обеспечивающий требуемую точность интерполяции ε, т. е. удовлетворяющий условию 
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Наиболее распространенным  полиномом является многочлен Ньютона, для записи которого в случае интерполяции функции с равноотстоящими узлами используются конечные разности.
Метод конечных разностей.

Пусть для значений 
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 (h – шаг интерполяции) известны значения функции 
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Конечной разностью первого порядка называется разность
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(4)
Аналогично определяются конечные разности второго и более высокого порядков

[image: image7.wmf]2

1

11

1

, 0,1,...,2

........................................

...............

, 0,1,...,

iii

kkk

iii

yyyin

yyyink

+

--

+

D=D-D=-

D=D-D=-





(5)
Конечные разности при вычислении удобно записать в таблицу, форма которой представлена в табл. 2.

Таблица 2

	i
	xi 
	yi 
	Δyi 
	Δ2yi 
	Δ3yi 
	Δ4 yi 

	0
	x0 
	y0 
	Δy0 
	Δ2y0 
	Δ3y0 
	Δ4y0 

	1
	x1 
	y1 
	Δy1 
	Δ2y1 
	Δ3y1 
	

	2
	x2 
	y2 
	Δy2 
	Δ2y2 
	
	

	3
	x3 
	y3 
	Δy3 
	
	
	

	4
	x4 
	y4 
	
	
	
	


Отметим, что число (порядок) конечных разностей всегда на единицу меньше числа узлов.

Пример 2 
Вычислим таблицу конечных разностей для экспериментальных данных, приведенных в табл.3. 

Таблица 3
	xi
	0 
	1 
	2 
	3 

	yi
	5
	5
	9
	25


Решение 

Δy0 = y1 – y0 = 5-5 = 0 


Δ2y0 = Δy1 – Δy0 = 4-0 = 4 

Δy1 = y2 – y1 = 9-5 = 4 


Δ2y1 = Δy2 – Δy1 = 16-4 = 12 

Δy2 = y3 – y2 = 25-9 = 16 

Δ3y0 = Δ2y1 – Δ2y0 =12-4 = 8

Сведем значения конечных разностей в табл.4.

Таблица 4
	i 
	xi 
	yi 
	Δyi 
	Δ2yi 
	Δ 3yi 

	0 
	0 
	5 
	0 
	4 
	8 

	1 
	1 
	5 
	4 
	12 

	2 
	2 
	9 
	16 

	3 
	3
	25
	


Интерполяционный полином Ньютона
Интерполяционный многочлен Ньютона для равноотстоящих узлов записывается в виде
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    (6)
или
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(7)
Пример 3. 
Построим интерполяционный полином Ньютона для экспериментальных данных, приведенных в табл.3 (конечные разности в табл.4). 

Решение 

Ясно, что здесь шаг интерполяции h = 1. Степень полинома определяется числом (порядком) конечных разностей, т.е.
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Итак, интерполяционный полином для табл.3 имеет вид:


[image: image11.wmf]32

3

42

()25

33

Pxxxx

=-++


Теперь с помощью полученного полинома найдем, например, значение 

y = f (x) для x = 1,5. 

y = f ( 1,5) = P3( 1,5) = 4/3 ⋅1,53 - 2 ⋅1,52 + 2/3⋅ 1,5 + 5 = 6, 

т.е. y (1,5) = 6.

 Исходные данные для индивидуального задания.
Необходимо осуществить интерполяцию с помощью полинома Ньютона исходных данных из табл.9.
Таблица 5

	Порядковый номер исходных данных 

	№ 
	0
	1 
	2 
	3 
	4
	5 
	6
	7 
	8
	9 

	1-й вариант 

	Х 
	1,415 
	1,420
	1,425 
	1,430
	1,435 
	1,440 
	1,445
	1,450 
	1,455 
	1,460 

	У 
	0,88 
	0,889
	0,890 
	0,891
	0,892 
	0,893 
	0,894
	0,895 
	0,896 
	0,897 

	Значения 
	х = 1,442

	2-й вариант 

	Х 
	0,101 
	0,106
	0,111 
	0,116
	0,121 
	0,126 
	0,131
	0,136 
	0,141 
	0,146 

	У 
	1,261 
	1,276
	1,291 
	1,306
	1,321 
	1,336 
	1,352
	1,367 
	1,383 
	1,399 

	Значения 
	х = 1,118

	3-й вариант 

	Х 
	0,15 
	0,20 
	0,25 
	0,30 
	0,35 
	0,40 
	0,45 
	0,50 
	0,55 
	060 

	У 
	0,86 
	0,819
	0,779 
	0,741
	0,705 
	0,670 
	0,638
	0,606 
	0,577 
	0,549 

	Значения 
	х = 0,27

	4-й вариант 

	Х 
	0,18 
	0,185
	0,190 
	0,195
	0,200 
	0,205 
	0,210
	0,215 
	0,220 
	0,225 

	У 
	5,615 
	5,467
	5,352 
	5,193
	5,066 
	4,946 
	4,832
	4,722 
	4,618 
	4,519 

	Значения 
	х= 0,192

	5-й вариант 

	Х 
	3,5 
	3,55 
	3,60 
	3,65 
	3,70 
	3,75 
	3,80 
	3,85 
	3,90 
	3,95 

	У 
	33,11 
	34,65
	36,60 
	38,47
	40,44 
	42,52 
	44,70
	46,99 
	49,40 
	51,93 

	Значения 
	х1 = 3,522 
	х2 = 4,176 
	х3 = 3,475 
	х4 = 4,25 

	6-й вариант 

	Х 
	0,115 
	0,120
	0,125 
	0,130
	0,135 
	0,140 
	0,145
	0,150 
	0,165 
	0,170 

	У 
	8,68 
	8,29 
	7,96 
	7,65 
	7,36 
	7,10 
	6,85 
	6,62 
	6,40 
	6,20 

	Значения 
	х= 0,122

	7-й вариант 

	Х 
	1,340 
	1,345
	1,350 
	1,360
	1,365 
	1,370 
	1,375
	1,380 
	1,385 
	1,390 

	У 
	4,26 
	4,35 
	4,46 
	4,56 
	4,67 
	4,79 
	4,91 
	5,01 
	5,18 

	Значения 
	х= 1,362

	8-й вариант 

	Х 
	0,15 
	0,16 
	0,17 
	0,18 
	0,19 
	0,20 
	0,21 
	0,22 
	0,23 
	0,24 

	У 
	4,48 
	4,95 
	5,47 
	5,99 
	6,05 
	6,68 
	6,909
	7,38 
	8,166 
	9,025 

	Значения 
	х= 0,193

	9-й вариант 

	Х 
	0,45 
	0,46 
	0,47 
	0,48 
	0,49 
	0,50 
	0,51 
	0,52 
	0,53 
	0,54 

	У 
	20,19 
	19,61
	18,94 
	18,17
	17,30 
	16,31 
	15,19
	13,94 
	12,55 
	10,99 

	Значения 
	х = 0,465

	10-й вариант 

	Х 
	0,01 
	0,06 
	0,11 
	0,16 
	0,21 
	0,26 
	0,31 
	0.36 
	0,41 
	0,46 

	У 
	0,99 
	0,95 
	0.91 
	0,88 
	0,84 
	0,81 
	0,78 
	0,74 
	0,71 
	0,68 

	Значения 
	х = 0,052
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