
2. Геометрические характеристики 

плоских сечений

2.1. Краткие теоретические сведения

При растяжении, сжатии, смятии и сдвиге деталь сопротивля​ется деформации всем сечением одинаково. Здесь геометрической ха​рактеристикой сечения является площадь A.

При кручении и изгибе сечение сопротивляется деформации не одинаково, при расчетах напряжений появляются другие геометри​ческие характеристики сечения, влияющие на сопротивления сече​ния деформированию. 
1. Статические моменты сечения. Определение положения центра тяжести.
Рассмотрим плоскую фигуру (рис. 2.1) и проведем через произвольную точку систему координат. Выделим элемент площади dA с координатами x и y.

Статическим моментом сечения относительно некоторой оси называется взятая по всей фигуре А сумма произведений элементарных площадок dA  на их расстояние до этой оси:
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(2.1)
Размерность – длина в кубе, т.е. см3, м3 и т.д.
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Рис. 2.1. К определению статических моментов 
и моментов инерции

Если известен центр тяжести и площадь всей фигуры, формулы (2.1) можно переписать в виде 
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(2.2)

Как следует из формулы (2.1), статические моменты могут быть любого знака, в зависимости от расположения осей. 

Статические моменты сечения равны нулю (Sx = 0 и Sy = 0), если точка пересечения координатных осей совпадает с центром тяжести сечения. 
Ось, относительно которой статический момент равен нулю, называется центральной. Точка пересечения центральных осей называется центром тяжести сечения.

Статический момент сложного сечения равен сумме статических моментов составных частей. Отсюда следуют формулы для определения центра тяжести сложной фигуры, которая состоит из n простых фигур (под простой фигурой понимают такую фигуру, у которой все геометрические характеристики известны, или известны формулы для их расчета):
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(2.3)
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где 
xi, yi – координаты центра тяжести i-ой простой фигуры относительно произвольных осей;


Ai – площадь i-ой простой фигуры.

Моменты инерции сложного (составного) сечения равны сумме моментов инерций составных частей.

2. Осевые, полярный и центробежный моменты инерции
Осевым моментом инерции относительно некоторой оси (рис. 2.1) называется сумма, взятая по всей площади А, произведения элементарных площадок dA на квадрат расстояния от произвольной оси:
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(2.4)

Полярным моментом инерции в полярной системе координат (рис. 2.1) называется сумма, взятая по всей площади А, произведения элементарных площадок dA на квадрат расстояния радиус-вектора:
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(2.5)

Центробежный моментом инерции сечения относительно некоторых двух взаимно перпендикулярных осей (рис. 2.1) называется сумма, взятая по всей площади А, произведения элементарных площадок dA на расстояние до этих осей:
 


[image: image11.wmf]ò

=

A

xydA

I

x

y

.




(2.6)

Размерность моментов инерции и центробежного момента инерции – длина в четвертой степени, т.е. см4, м4 и т.д.


Моменты инерции всегда являются положительными. Центробежный момент инерции может иметь любой знак. 


Если хотя бы одна ось является осью симметрии, центробежный момент инерции равен нулю.

3. Осевые, полярный и центробежный моменты инерции при повороте и параллельном переносе осей
 Рассмотрим плоскую фигуру (рис. 2.2.а), у которой известны площадь А, осевые моменты инерции Ix и Iy, центробежный момент инерции Ixy и полярный момент I( относительно некоторых произвольных осей Оx и Оy.
Повернем произвольные оси Оx и Оy на угол ( > 0 (против часовой стрелки), образовав новую систему координат и x1Oy1. Тогда новые моменты инерции и центробежный момент инерции можно найти по формулам:
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(2.7)
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(2.8)
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(2.9)


Полярный момент инерции при повороте осей является величиной постоянной и равен сумме осевых моментов инерции:
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(2.10)

Рассмотрим туже плоскую фигуру (рис. 2.2.б) у которой известны площадь А, осевые моменты инерции Ix и Iy, центробежный момент инерции Ixy и полярный момент I( относительно некоторых произвольных осей Оx и Оy.

Сместим произвольные оси Оx и Оy параллельно на координаты a и b, образовав новую систему координат x2O2y2. Тогда новые моменты инерции и центробежный момент инерции можно найти, используя теорему Гюйгенса – Штейнера, по формулам:
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(2.11)
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(2.14)
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Рис. 2.2. К определению моментов инерции 

и центробежного момента инерции:

а) при повороте осей;

б) при параллельном переносе осей
4. Главные центральные моменты инерции
Центральные оси, относительно которых осевые моменты инерции имеют максимальное и минимальное значение, а центробежный момент равен нулю называются главными центральными осями.

Осевые моменты инерции относительно главных осей называются главными моментами инерции.
Местоположение главных центральных осей определяют из условия равенства нулю центробежного момента инерции из формулы (2.9):
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(2.15)
Если угол ( получается числом положительным, то поворот осуществляется против часовой стрелки, а если отрицательным – по часовой стрелке.

Если центробежный момент инерции Ixy положительный, то ось максимумов (относительно которой осевой момент инерции максимальный) проходит через 2 и 4 четверти, а если Ixy отрицательный, то ось максимумов проходит через 1 и 3 четверти.

Значения главных моментов инерции определяют по формуле
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(2.16)

Если сечение имеет хотя бы одну ось симметрии, и она проходит через центр тяжести  сечения, то эти оси будут главными. 

5. Радиусы инерции и моменты сопротивления

Радиусы инерции относительно некоторых осей – это величина, определяемая по формулам:
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(2.17)
Размерность – длина, т.е. см, м и т.д.

Если отложить отрезки радиусов инерции вдоль главных центральных осей, получится эллипс инерции.

Моментом сопротивления называется отношение момента инерции относительно данной оси к расстоянию наиболее удаленной точки (рис. 2.3).
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Рис. 2.3. К определению моментов сопротивления

Различают осевые и полярный момент сопротивления:
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(2.18)
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(2.19)

Размерность – длина в кубе, т.е. см3, м3 и т.д.

6. Геометрические характеристики простых фигур.
Под простой фигурой понимают такую фигуру, у которой все геометрические характеристики известны, или известны формулы для их расчета.
Прямоугольник (рис. 2.4).
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Рис. 2.4. Прямоугольник
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Круг (рис. 2.5).
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Рис. 2.5. Круг
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Прямоугольный треугольник (рис. 2.6.)
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Рис. 2.6. Прямоугольный

треугольник
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Равнобедренный треугольник (рис. 2.7).
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Рис. 2.7. Равнобедренный 

треугольник
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Знак центробежного момента инерции прямоугольного треугольника зависит от ориентации на плоскости. Если треугольник обращен гипотенузой в 1 или 3 четверти, то знак "минус", если во вторую или четвертую – "плюс". Аналогично принимают знаки для прокатных уголков. 

Формулы моментов сопротивления для треугольников зависят от соотношения сторон b и h.
Геометрические характеристики прокатных профилей: швеллеров, двутавров, уголков, тавров и т.д. принимаю по соответствующим ГОСТам, которые называются "сортаментами". 

На 01 января 2022 года в России действуют следующие сортаменты.

Двутавры прокатные – ГОСТ Р 57837-2017. 

По данному ГОСТ двутавры обозначают номером (например 
№ 10Б1, № 70Ш3 и т.д.).

Цифры в начале указывают номинальную высоту полки в сантиметрах (она может отличаться от фактической). Буква обозначает тип. Последняя цифра обозначает типоразмер.  Бывают следующие типа двутавров:

· Тип Б –  балочные нормальные двутавры;

· Тип Ш – балочные широкополочные двутавры;

· Тип К – колонные двутавры;

· Тип С – свайные двутавры;

· Тип ДБ – дополнительные балочные двутавры;

· Тип ДК – дополнительные колонные двутавры.


Если в задании или проекте буква отсутствует, то двутавр изготовлен по ГОСТ 8239-89 (данный ГОСТ с 2018 г. на территории России не действует, но конструкции применяются).

Швеллеры прокатные – ГОСТ 8240-97. 
По данному ГОСТ швеллеры обозначают номером (например, 
№ 24П, № 27Л и т.д.).

Цифры указывают высоту полки в сантиметрах. Буква обозначает серию. Бывают следующие серии:

· У - с уклоном внутренних граней полок;

· П - с параллельными гранями полок;

· Э - экономичные с параллельными гранями полок;

· Л - легкой серии с параллельными гранями полок;

· С - специальные.


Если в задании или проекте буква отсутствует, то швеллер изготовлен по ГОСТ более ранней редакции и соответствует серии У (например швеллер № 18 – это швеллер № 18У).

Равнополочные прокатные уголки – ГОСТ 8509-93.

По данному ГОСТ уголки обозначают номером (например, 
№ 11/0,7, № 10/1,6 и т.д.). Первая цифра указывает ширину полки в сантиметрах, вторая – толщину.

Неравнополочные прокатные уголки – ГОСТ 8510-86.

По данному ГОСТ уголки обозначают номером (например, 
№ 11/7/0,8, № 8/6/0,6 и т.д.). Первая цифра указывает ширину большей полки в сантиметрах, вторая – ширину меньшей полки, третья – толщину.
Для некоторых прокатных профилей геометрические характеристики приведены в приложении 6.

2.2. Примеры решения задач
Пример № 1
Для составного сечения из трех прокатных профилей (рис. 2.8.а) построить эллипс инерции. Прокатные профили: швеллер № 24; равнополочный уголок 11/0,7; прокатный лист сечением 46х1 см.
Данная схема подразумевает, что поперечное сечение составное из трех профилей. Профили каким-либо образом соединены по длине (рис. 2.8.б). Вид соединения не влияет на расчет.
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Рис. 2.8. Задание к примеру № 1:

а) сечение по заданию; б) общий вид конструкции 

1. Сбор исходных данных

Решение начинается со сбора исходных данных.

Сложное сечение разбиваем на простые фигуры. Пусть швеллер будет фигурой № 1, уголок – № 2, лист – № 3. В дальнейших расчетах все характеристики для каждой фигуры будут иметь соответствующие индексы.
Швеллер по заданию № 24, не имеет буквы у номера, следовательно, берем данные по ГОСТ 8240 как для швеллера № 24У. 

Геометрические размеры на рисунках приведены в сантиметрах.
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Важно!!! Следует внимательно переписывать данные из ГОСТ. Так в ГОСТ 8240 для нашего случая Ix = 2900 см4, Iy = 242 см4, но оси расположены не как в примере: в ГОСТ ось Х параллельна полкам, а в нашем случае – параллельна стенке, т.е. данные меняются местами.

В ГОСТ на швеллеры и двутавры значения Ixy отсутствуют, т.к. имеется ось симметрии, т.е. Ixy = 0.

Уголок равнополочный по заданию № 11/0.7, следовательно, берем данные по ГОСТ 8509. 

[image: image71.png]11




   

Важно!!! В ГОСТ центробежный момент инерции приведен по модулю.

Если уголок обращен в 1 или 3 четверти, то знак "минус", если во вторую или четвертую – "плюс". Это правило справедливо как для равнополочных, так и для неравнополочных уголков.
Прокатный лист по заданию сечением 46х1 см. На прокатные листы также имеются сортаменты, но геометрические характеристики в них не приведены, т.к. с точки зрения геометрии прокатный лист – это прямоугольник, который сам по себе является простой фигурой. 

[image: image72.png]23
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2. Центр тяжести сечения
После сбора исходных данных вычерчиваем фигуру с реальными размерами в произвольном масштабе (рисунок 2.9). 

Для нахождения координат центра тяжести всей фигуры необходимо провести произвольные оси, относительно которых будет производиться расчет.

Совместим произвольные оси с осями третьей фигуры (можно брать любую точку отсчета).

Определим координаты центра тяжести каждой фигуры относительно произвольных осей:

x1 = -12,5 см; 

x2 = -21,54 см; 

x3 = 0;
у1 = -16,42 см; 

у2 = -11,04 см; 

у3 = 0.
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Рис. 2.9. Сечение и эллипс инерции

Находим общий центр тяжести всей фигуры по формулам (2.3):
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Эти оси называются произвольными центральными, т.к. через центр тяжести можно провести множество осей, которые будут отличаться углом поворота.

Найдем осевые моменты и центробежный момент инерции относительно произвольных центральных осей по формулам (2.11)-(2.13):
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где Ixi, Iyi, Ixiyi  – осевые моменты и центробежный момент инерции относительно собственных центральных осей i-ой фигуры, которые уже найдены при сборе исходных данных;
Ai – площадь i-ой фигуры;

ai, bi – смещение собственных осей Ох и Оу относительно произвольных центральных осей, которое можно определить по формулам:
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[image: image80.wmf].

c

i

i

x

x

b

-

=




(2.20)
В нашем случае:

a1 = (–16,42) – (–7,30) = –9,12 см;
b1 = (–12,5) – (–7,73) = –4,77 см;
a2 = (–11,04) – (–7,30) = –3,74 см;
b2 = (–21,54) – (–7,73) = –13,81 см;

a3 = 0 – (–7,30) = 7,30 см;


b3 = 0 – (–7,73) = 7,73см.

Находим осевые моменты и центробежный момент инерции относительно произвольных центральных осей
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Находим местоположение главных центральных осей (угол наклона центральных осей при котором центробежный момент инерции будет равен нулю) из формулы (2.15):
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Откладываем на рис. 2.9 главные центральные оси.

Важно!!! Если угол ( получается числом положительным, то поворот осуществляется против часовой стрелки, а если отрицательным – по часовой стрелке.

Находим главные моменты инерции определяют по формуле (2.16)
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Imax = 16661 см4;

  Imin = 6490 см4.


Проверяем правильность вычислений из условия (2.10):
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13737+9414 = 16661 + 6490 – верно.


Следует помнить, что данная проверка показывает правильность арифметических действий, но не правильность задачи в целом.


Находим радиусы инерции и строим эллипс инерции.
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Важно!!! При построении эллипса инерции необходимо помнить:

1. i – это радиус, а не диаметр, т.е. откладывается от центра в обе стороны;
2. на рисунке не может быть разных масштабов, т.е. в каком масштабе фигуры, в тоже масштабе должен быть и эллипс;

3. ось v(max) – это ось, относительно которой момент инерции максимальный, а не на ней, т.е. imax откладывается на оси u(min).
б)





а)





A1 = 30,60 см2.


Ix1 = 242 см4.


Iy1 = 2900 см4.


Ix1y1 = 0.








A2 = 15,15 см2.


Ix2 = 175,61 см4.


Iy2 = 175,61 см4.


Ix2y2 = -106 см4.








A3 = 46(1 = 46 см2.


� EMBED Equation.3  ��� см4.


� EMBED Equation.3  ��� см4.


Ix3y3 = 0.














Важно!!! В формулах момента инерции b и h – это не длина и ширина. b – это длина стороны параллельной оси Х, h – это длина стороны параллельной оси Y.
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