
§ 11.8. Разделенные разности 

Таблица 11.5 

х у Лу Л2у лзу Л4у 

1.5 0.405465 
0.064539 

1.6 0.470004 -0.003915 
0.060624 0.000450 

1.7 0.530628 -0.003465 -0.000077 
0.057159 0.000373 

1.8 0.587787 -0.003092 -0.000055 
0.054067 0.000318 

1.9 0.641854 -0.002774 -0.000047 
0.051293 0.000271 

2.0 0.693147 -0.002503 0.000262 
0.048790 0.000533 

2.1 0.741937 -0.001970 -0.001231 
0.046820 -0.000698 

2.2 0.788757 -0.002668 0.001774 
0.044152 0.001076 

2.3 0.832909 -0.001592 -0.001222 
0.042560 -0.000146 

2.4 0.875469 -0.001738 0.000282 
0.040822 0.000136 

2.5 0.916291 -0.001602 -0.000013 
0.039220 0.000123 

2.6 0.955511 -0.001479 -0.000018 
0.037741 0.000105 

2.7 0.993252 -0.001374 
0.036367 

2.8 1.029619 

§ 11.8. Раздепенные разности 

1. Таблица разделенных разностей. Пусть функция f задана на 

таблице х0, х 1 , .", хп значений аргумента с произвольным (не обяза­

тельно постоянным) шагом, причем точки таблицы занумерованы в 

произвольном (не обязательно возрастающем) порядке. Величины 

f( . )_f(x;+ 1)-f(x;) 
Х;, Х;+ I -

Х;+ I -х; 
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принято называть разделенными разностями первого порядка функции f 
Разделенные разности второго порядка определяются формулой 

/(х;+ 1; Х;+ 2 )-/(х;; Х;+ 1) 
f(x;; Х;+ 1; Х;+2) = ----------

X;+l-xi 

Аналогично определяются разделенные разности третьего и более 
высоких порядков. Общее определение разделенной разности порядка 
k ~ 2 таково: 

Таблицу разделенных разностей обычно располагают следующим 

образом (табл. 11.6). 

Таблица 11.6 

j(x) 
Разделенные разности порядка 

х 

первого второго ... п-го 

Хо Лхо) 

f(x0; х 1 ) 

х, f(x,) f<xo; х 1; х2) 

/(х 1 ; х2) 

Х2 f<x2> '[<хо; х 1 ; ••• ; хп) . 
. f<хп-2; Xn- l; хп) • ' 

f<xп-l;xn) 

хп f<хп) 

2. Свойства разделенных разностей. Разделенные разности 
обладают рядом замечательных свойств. Перечислим без доказа­

тельства некоторые из них. 

1°. Разделенная разность /(х;; Х; + 1; • "; Х; + k) является симмет­

ричной функцией своих аргументов Х;, Х; + 1, ••• , Х; + k (т.е. ее значение не 

меняется при любой их перестановке). 
2°. Пусть функция f имеет на отрезке [а, Ь], содержащем точки 

Х;, Х; + 1, "., Х; + k• производную порядка k. Тогда справедливо равенство 

/(k)(;) 
f(x;; Х;+ \; ."; X;+k) = --1 - , 

k. 

где~ - некоторая точка, расположенная на интервале (а, Ь). 
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§ 11.8. Разделенные разности 

3°. В случае, когда таблица значений аргумента имеет посто­

янный шаг h, разделенная и конечная разности связаны равенство.w 

лkУ; 
/(х;;х;+ 1; ... ;xi+k) = -k-. 

h k! 
(11.51) 

Пример 11.7. Приведем таблицу (табл. 11.7) разделенных раз­
ностей для функции, заданной табл. 11.1. Вычисления произведены 
на 6-разрядном десятичном компьютере. 

Таблица 11.7 

f(x) 
Разделенные разности порядка 

х 

первого второr·о третьего четвертого 

1.0 0.000000 

0.953100 

1.1 0.095310 -0.414900 

0.870120 0.221333 

1.2 0.182322 -0.348500 -0.121665 

0.800420 0.172667 

1.3 0.262364 -0.296700 

0.741080 

1.4 0.336472 

Перенумеруем теперь узлы, положив х0 = 1.2, х 1 = 1.3, х2 = 1.1. х3 = 
= 1.4, х4 = 1.0. Тогда таблица разделенных разностей примет сле­

дующий вид (табл. 11.8). 

Таблица 11.8 

j(x) 
Разделенные разности порядка 

х 

первого второго третьего четвертого 

1.2 0.182322 

0.800420 

1.3 0.262364 -0.348500 

0.835270 0.172650 

1.1 0.095310 -0.313970 -0.121750 

0.803873 0.197000 

1.4 0.336472 -0.373070 

0.841180 

1.0 0.000000 
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В табл. 11.8 подчеркнуты разделенные разности, которые совпадают 
(как и должно быть в силу свойства 1°) с точностью до вычислительной 
погрешности с соответствующими разделенными разностями из 

табл. 11.7 (они также подчеркнуты). J;. 

§ 11.9. Интерпопяционный многочпен Ньютона. 
Схема Эйткена 

1. Интерполяционный многочлен Ньютона с разделенными 

разностями. Использовав разделенные разности, интерполяционный 

многочлен можно записать в следующем виде: 

Рп(х) = f(x0) + f(x0; х 1 )(х - х0) + f(x0; х 1 ; х2)(х - х0)(х - х 1 ) + ... 

. . . + f(x0; х 1 ; ... , хп)(х -х0)(х - х1 ) •.• (х -xn_ 1) = 

п 

= L f(x0 ; х 1; ... , xk)rot<x). 
k~O 

(Н.52) 

Здесь ro0(x) = 1, rok(x) = (х - х0)(х - х 1 ) .. . (х - xk _ 1) при k-:?:. 1. 

Записанный в таком виде интерполяционный многочлен называют 

интерполяционным многочленом Ньютона с разделенными разностями. 

Заме чан и е 1. Отметим очевидную (с учетом равенства 

(11.50)) аналогию между формулой Ньютона (11.52) и формулой 
Тейлора (11.32). 

Замечание 2. Формулу ( 11.25) для погрешности интерполя­
ции в точке х, не являющейся узловой, можно уточнить следую­

щим образом: 

(11.53) 

Мы не приводим доказательства этой замечательной формулы. 

Отметим лишь, что если воспользоваться свойством 2° разделен­
ных разностей, то из нее немедленно получается формула ( 11.25). 

В практическом плане формула ( 11.52) обладает рядом преимуществ 
перед формулой Лагранжа. Пусть, например, по каким-либо причинам 

необходимо увеличить степень интерполяционного многочлена на 

единицу, добавив в таблицу еще один узел хп + 1• При использовании 

формулы Лагранжа ( 11.22) это приводит не только к увеличению числа 
слагаемых, но и к необходимости вычислять каждое из них заново. 
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В то же время для вычисления Рп + 1 (х) по формуле Ньютона ( 11.52) 
достаточно добавить к Рп(х) лишь одно очередное слагаемое, так как 

(11.54) 

Заметим, что когда величина lхп + 1 - xl мала, а функция f доста­
точно гладкая, справедливо приближенное равенство 

Лхо; " ; хп; х) ""Лхо; ".; хп; хп + 1), 

из которого с учетом равенств (11.53) и (11.54) следует, что 

f(x) - Рп(х)"" Рп + 1 (х) - Рп(х). 

Таким образом, величину 

Еп = IРп + l(x)- Pn(x)I (11.55) 

можно использовать для практической оценки погрешности интерпо­

ляции. 

Пример 11.8. По табл. 11.1 значений функции у = lnx из 
примера 11.3 найдем приближенное значение lnx при х = 1.23, исполь­
зовав интерполяционные многочлены Ньютона с разделенными разно­

стями Pk(x) для k =О, 1, "., 4. Оценим при k =О, 1, 2, 3 погрешность 
интерполяции по формуле ( 11.55). 

Занумеруем узлы таблицы в следующем порядке: х0 = 1.2, х 1 = 1.3, 
х2 = 1.1, х3 = 1.4, х4 = 1.0, т.е. в порядке возрастания расстояния до точки 
х = 1.23. Соответствующие этой нумерации разделенные разности при­
ведены в табл. 11.8 (мы используем только подчеркнутые разности). 

Вычисления на 6-разрядном десятичном компьютере дают сле­

дующие значения: 

Р0(х) = 0.182322, Р1 (х) = Р0(х) + f(x0; x1)ro1(x)"" 0.182322 + 

+ 0.80042 · (1.23 - 1.2) ""0.206335, Ео = IP1(x)- P0(x)i ""2.4 · 10-2; 

Р 2(х) = Р1 (х) -r /(х0; х 1; x2)ro2(x)"" 0.206335 - 0.3485( 1.23 - 1.2)( 1.23 - 1.3) "" 

""0.207067, Е 1 = IP2(x) - P1(x)I ""7.3 · 10-4. 

Аналогично получаются значения Р3(х) "" 0.207020; Ez "" 4.7 • 10-5; 

Р4(х)"" 0.207014, Е3 "" 6 · 10--{i. 
Если бы задача состояла в определении значения ln(l.23) с точ­

ностью Е = 10-4, то вычисления следовало бы окончить после полу­
чения Е2 < Е. Результат был бы таким: ln(l.23) ""Р2(х)"" 0.2071 . ..._ 

2. Интерполяция с использованием схемы Эйткена. Рассмотрим 
один из алгоритмов решения задачи интерполяции. Предполагается, 
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