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Исходные данные 
Дано: 

51 =m  кг; 
42 =m  кг; 
33 =m  кг; 
24 =m  кг; 

R2 = 0,5 м;  
r2 = 0,3 м; 
ρ2 = 0,2 м; 
r3 = 0,1 м; 
R4 = 0,4 м; 
r4 = 0,2 м; 
ρ4 = 0,3 м; 
α = 30°; 
F = 50 Н; 
f = 0,25; 
k = 0,15 см; 
MC2,= 0,2 Нм; 
MC3,= 0,1 Нм; 
S = 1,5 м. 

 
 

 
Рис. 1 

 
Механическая система (рис.1), состоящая из груза 1 массы 

1m , блоков 2 и 3, имеющих массы 2m  и 3m  соответственно, и 
катка 4 массой 4m , находившаяся в начальный момент времени в 
покое, движется под действием постоянной силы F . 
Учитывается трение скольжения между телом 1 и плоскостью 
(коэффициент трения скольжения f ), сопротивление качению 
тела 4, катящегося без скольжения (коэффициент трения качения 
k ), и постоянные моменты сопротивления в осях блоков 2 и 3 - 

2CM  и 3CM  соответственно. 
В задаче обозначено: 
R2 , r2 , R4 , r4 - радиусы больших и малых окружностей тел 2 и 

4, r3 – радиус блока 3; 
ρ2, ρ4 - радиусы инерции тел 2 и 4 относительно 

горизонтальных осей, проходящих через их центры тяжести, блок 
3 является сплошным однородным цилиндром; 

α - угол наклона плоскости к горизонту. 
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Задание 
 
1. С помощью дифференциальных уравнений 

поступательного, вращательного и плоскопараллельного 
движений составить систему дифференциальных уравнений, 
описывающую движение механической системы. Провести 
кинематический анализ механизма и выразить ускорение тела 4, а 
также угловые ускорения тел 2, 3, 4 через ускорение груза 1. 
Найденные ускорения подставить в систему уравнений. 

2. С помощью теоремы об изменении кинетической энергии 
найти скорость и ускорение груза 1 в момент, когда он пройдет 
путь SS =1 , указанный в исходных данных. 

3. С помощью принципа Даламбера найти реакции опор 
блоков 2 и 3, силы натяжения нитей между телами: 1 и 2; 2 и 3; 3 
и 4, а также силу трения между телом 4 и плоскостью. 

4. С помощью принципа возможных перемещений 
определить уравновешивающую силу Q , при приложении 
которой механизм будет находиться в равновесии. Сила Q  
должна быть направлена параллельно наклонной плоскости и 
приложена: 

- к телу 4, если движущая сила F  приложена к телу 1; 
- к телу 1, если движущая сила F  приложена к телу 4. 
5. Найти ускорение тела 1 другим способом, применив общее 

уравнение динамики. 
6. С помощью уравнений Лагранжа II рода составить 

дифференциальное уравнение движения системы, приняв за 
обобщенную координату перемещение груза 1. 

 



4 

1. Составление системы дифференциальных уравнений, 
описывающих движение механической системы. 

 
1.1 Дифференциальные уравнения, описывающие движение 

груза 1. 
 
Груз 1 находится в поступательном движении. Как известно 

из кинематики, задача о поступательном движении твердого тела 
сводится к задаче о движении точки. Поэтому для описания 
движения груза 1 будем использовать дифференциальные 
уравнения движения материальной точки, которые выглядят так 

∑= kxx Fma ,             ∑= kyy Fma . 

Составим расчетную схему (рис.2), на которой покажем 
силы, действующие на груз 1. 

Рис.2 
Выберем оси координат (ось х следует направить в сторону 

движения груза 1) и запишем дифференциальные уравнения 

11211 ТР
FTFam −−=  (1) 

gmNm 111 0 −=⋅  (2) 
Уравнение (2) фактически является уравнением равновесия, 

из которого можно найти реакцию 1N  
gmN 11 = ,  

которая нужна для определения силы трения 
1ТР

F  

gmfNfF
ТР 111

⋅=⋅= . (3) 

 
1.2. Дифференциальное уравнение движения блока 2. 
 

1

y

x

F

1
F
ТР

T12a1

m g1

N1
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Блок 2 (рис.6) находится во вращательном движении 
относительно оси, проходящей через точку 2O  перпендикулярно 
плоскости рисунка.  

 
Рис. 6 

Для описания такого движения применяется 
дифференциальное уравнение вращательного движения 

( )∑=ε e
kOO FMI

22 2 . 

Покажем на расчетной схеме силы, действующие на блок 2, и 
запишем дифференциальное уравнение. При этом следует 
помнить, что для моментов сил и для углового ускорения надо 
использовать одно и то же правило знаков. В качестве 
положительного направления отсчета моментов сил можно (но не 
обязательно) принять направление углового ускорения 

22
'

1222322 CMRTrTI −+−=ε . (4) 

 
1.3. Дифференциальное уравнение движения блока 3. 
 
Блок 3 (рис.7) находится во вращательном движении 

относительно оси, проходящей через точку 3O  перпендикулярно 
плоскости рисунка.  

 

Рис. 7 

2

T23

T’12 m g2

MC2

ε2

R2x

R2y
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3
T’23

T34

m g3

MC3
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Для описания такого движения применяется 
дифференциальное уравнение вращательного движения 

( )∑=ε e
kOO FMI

33 3 . 

Покажем на расчетной схеме силы, действующие на блок 3, и 
запишем дифференциальное уравнение. Для моментов сил и для 
углового ускорения используем одно и то же правило знаков 

33343
'

2333 CMrTrTI −−=ε  (5) 

 
1.4. Дифференциальные уравнения движения катка 4. 
 
Каток 4 (рис.5) находится в плоскопараллельном движении.  
 

 
Рис. 5 

Для описания такого движения используется система из трех 
дифференциальных уравнений 

∑= kxCx Fma , 

∑= kyCy Fma , 

( )∑=ε e
kCC FMI . 

Покажем на расчетной схеме силы, действующие на каток 4. 
Выберем оси координат: ось 1x  - в направлении движения катка, 
ось 1y  - перпендикулярно оси 1x . Первые два уравнения запишем, 
используя эти оси, третье – уравнение вращательного движения – 
запишем относительно оси, проходящей через центр масс C катка 
перпендикулярно плоскости рисунка. 

α−+= sin4
'

3444 4
gmFTam

ТР
, (6) 

α−=⋅ cos0 444 gmNm  (7) 

4

C
x1

y1

α

T’34

N4

m g3

MK

ε4

4
F
ТР
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KТР
MrFRTI −−=ε 44

'
3444 4

 (8) 
Уравнение (7) фактически является уравнением равновесия, 

из которого можно найти реакцию 4N  
α= cos44 gmN ,  

которая нужна для определения момента трения качения KM  
kgmkNM K ⋅α== cos44 . (9) 

 
1.5 Кинематический анализ механизма. 
Цель - выразить ускорение тела 4, а также угловых ускорений 

тел 2, 3, 4 через ускорение груза 1. 
Определение соотношений между ускорениями (и 

перемещениями) производится через соотношения между 
скоростями. Сделаем расчетную схему (рис. 6) и покажем на ней 
скорости тел 1, 4, а также угловые скорости тел 2, 3, 4. 

 

Рис. 6 
При определении соотношений между скоростями используется 

формула для определения скорости точки тела при вращательном 
движении 

RV ⋅ω=  
Груз 1 и участок нити, связывающий тела 1 и 2 находятся в 

поступательном движении, следовательно все их точки имеют 
одинаковую скорость. Найдем угловую скорость тела 2 

1

2

3

C

CV

4
α

V1

V1

V
Н

V
Н

V4

V’
Н

ω2

ω4

ω3

O3
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2

1
2 R

V=ω . 

Далее, чтобы от движения тела 2 перейти к движению тела 3, 
найдем скорость 

Н
V  нити, которая связывает эти тела 

2

21
22 R

rV
rV

Н
=ω= . 

Далее, учитывая, что участок нити, связывающий тела 2 и 3, 
находится в поступательном движении и все его точки имеют 
одинаковую скорость, найдем угловую скорость тела 3 

32

21

3
3 rR

rV

r

V
Н ==ω . 

Двигаясь по нити дальше, приходим к телу 4. Так как тело 
находится в плоскопараллельном движении, то при определении 
скоростей рассматриваем мгновенное вращательное движение 
вокруг мгновенного центра скоростей VC , который лежит в точке 
касания катка 4 с наклонной плоскостью. Тогда 

( )442

21

44
4 rRR

rV

rR

V
Н

+
=

+
=ω , 

( )442

421
444 rRR

rrV
rV

+
=ω= . 

Сведем полученные результаты в таблицу 1, в которой также 
покажем соотношения между ускорениями, которые получаются 
путем дифференцирования по времени левых и правых частей 
соотношений между скоростями. Также приведем в таблице 
соотношения между перемещениями, которые получаются путем 
интегрирования соотношений между скоростями. Соотношения 
между перемещениями понадобятся при выполнении пункта 2 
курсового проекта. 

Таблица 1 
Скорости Ускорения Перемещения 

2

1
2 R

V=ω , 

32

21
3 rR

rV=ω , 

2

1
2 R

a=ε , 

32

21
3 rR

ra=ε , 

2

1
2 R

S=ϕ , 

32

21
3 rR

rS=ϕ , 
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( )442

21
4 rRR

rV

+
=ω , 

( )442

421
4 rRR

rrV
V

+
= , 

( )442

21
4 rRR

ra

+
=ε , 

( )442

421
4 rRR

rra
a

+
= , 

( )442

21
4 rRR

rS

+
=ϕ , 

( )442

421
4 rRR

rrS
S

+
= . 

 
Подставим выражения для ускорения центра масс катка 4 и 

угловых ускорений тел 2, 3, 4 в уравнения (1), (4), (5), (6), (8). 
Также подставим выражения (3) и (9) для силы трения 

1ТР
F  и 

момента сопротивления качению KM . Кроме того, подставим 
выражения для моментов инерции: для тел 2 и 4 заданы радиусы 
инерции, а блок 3 считаем сплошным однородным цилиндром 

2
222 ρ= mI   ,         

2

2
33

3

rm
I = ,            2

444 ρ= mI . (10) 

Получим систему дифференциальных уравнений, 
описывающую движение механической системы 

Также учтем, что 12
'

12 TT = , 23
'

23 TT =  и 34
'

34 TT =  по третьему 
закону Ньютона. 

( )

( )



















⋅α−−=
+

ρ

α−+=
+

−−=

−+−=ρ

−−=

kgmrFRT
rRR

ra
m

gmFT
rRR

rra
m

MrTrT
rR

rarm

MRTrT
R

a
m

gfmTFam

ТР

ТР

C

C

cos

sin

2

44434
442

212
44

434
442

421
4

3334323
32

21
2

33

2212223
2

12
22

11211

4

4

 (11) 

В систему входят 5 уравнений с 5-ю неизвестными: 1a , 12T , 

23T , 34T , 
4ТР

F . 

 
Примечание. Преподаватель может в рамках курсового 

проекта потребовать решения системы уравнений (11). Пример 
такого решения приведен в Приложении 1. 



10 

2. Определение скорости и ускорения груза 1 с помощью 
теоремы об изменении кинетической энергии. 

 
Запишем теорему об изменении кинетической энергии в 

конечной форме для неизменяемой механической системы 
( )∑=− e

kFATT 0 , (12) 
где T  - кинетическая энергия системы в конечный момент 
времени; 

0T - кинетическая энергия системы в начальный момент 
времени; 

( )∑ e
kFA  - сумма работ внешних сил на перемещении 

механической системы за промежуток времени между начальным 
и конечным моментами. 

По условию задач в начальный момент времени система 
находилась в состоянии покоя, поэтому 

00 =T . 
В конечный момент времени кинетическая энергия системы 

складывается из кинетических энергий всех тел системы 

4321 TTTTT +++= . (13) 
Найдем кинетическую энергию каждого тела. 
Груз 1 находится в поступательном движении (рис.6), 

поэтому его кинетическая энергия записывается так 

2

2
11

1

Vm
T = . 

Блоки 2 и 3 находятся во вращательном движении, поэтому 
выражения их кинетических энергий равны 

2

2
22

2

ω= I
T ,              

2

2
33

3

ω= I
T , 

где 2I  и 3I  - моменты инерции блоков 2 и 3 относительно их осей 
вращения. 

Каток 4 находится в плоскопараллельном движении, и 
выражение его кинетической энергии состоит из двух слагаемых 

22

2
44

2
44

4

ω+= IVm
T , 

где 4I  - момент инерции катка 4 относительно оси, проходящей 
через его центр масс; 
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4V  - скорость центра масс катка 4. 
Подставим выражения кинетических энергий всех тел в 

формулу (13) 

22222

2
44

2
44

2
33

2
22

2
11 ω++ω+ω+= IVmIIVm

T .  

Подставим сюда скорости тел системы, выраженные через 
скорость груза 1 из таблицы 1, моменты инерции тел (10) и 
вынесем  22

1V   за скобку 

( ) ( ) 








+
ρ+

+
++ρ+= 2

44
2
2

2
2

2
44

2
44

2
2

2
4

2
24

2
2

2
2

2
33

2
2

2
22

1

2
1

22 rRR

rm

rRR

rrm

R

rrm

R

m
m

V
T . (14) 

Выражение в скобках представляет собой константу, 
имеющую размерность массы. Временно обозначим ее как Z, 
получим 

Z
V

T
2

2
1= . (15) 

Найдем сумму работ внешних сил. Для этого изобразим 
расчетную схему (рис. 7), на которой покажем внешние силы, 
действующие на тела системы, а также перемещения тел. 

 

 
Рис. 7 

Запишем сумму работ 

1

2

3

MK

C

4

α

α

S1

N4

S4

ϕ2

ϕ4

ϕ3 O3

O2

F

1
F
ТР

m g1

N1

m g2

R2x

R2y

m g3

R3x

R3y

m g4

4
F
ТР

MC2

MC3
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( ) +ϕ−ϕ−−⋅=∑ 332211 1 CCТР

e
k MMSFSFFA  

( ) 44
0

4 90cos ϕ−α++ KMSgm . 
 

Подставим сюда выражения для перемещений, выраженных 
через перемещение груза 1, а также выражения для силы трения 
(3) и момента трения (9) и вынесем перемещение груза 1 за 
скобку 

( ) ( )



−

+
⋅α−−−−=∑

442

424

32

23

2

2
11

sin

rRR

rrgm

rR

rM

R

M
gfmFSFA CCe

k  

( ) 




+
⋅⋅α−

442

24 cos

rRR

rkgm
. 

(16) 

Выражение в скобках представляет собой константу, 
имеющую размерность силы. Временно обозначим ее как Y, 
получим 

( ) YSFA e
k 1=∑ . (17) 

Запишем теорему об изменении кинетической энергии (12), 
используя выражения (15) и (17) 

YSZ
V

1

2
1 0
2

=− . (18) 

Отсюда найдем скорость груза 1 

Z

YS
V 1

1

2= . (19) 

Для вычисления скорости груза 1 сначала вычислим отдельно 
константы Y и Z 

( ) −
+

⋅α−−−−=
442

424

32

23

2

2
1

sin
rRR

rrgm

rR

rM

R

M
gfmFY CC  

( ) =
+

⋅⋅α−
442

24 cos
rRR

rkgm
 

( ) −
+⋅

⋅⋅⋅⋅−
⋅
⋅−−⋅⋅−=

2,04,05,0
2,03,05,081.92

1,05,0
3,01,0

5,0
2,0

81,9525,050  

( ) 75,34
2,04,05,0

3,00015,0866,081,92 ≈
+⋅

⋅⋅⋅⋅−  Н, 

(20) 
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( ) ( ) =
+

ρ+
+

++ρ+= 2
44

2
2

2
2

2
44

2
44

2
2

2
4

2
24

2
2

2
23

2
2

2
22

1 2 rRR

rm

rRR

rrm

R

rm

R

m
mZ  

( ) ( ) =
+

⋅+
+

⋅+
⋅
⋅+⋅+= 22

22

22

22

2

2

2

2

2,04,05,0

3,03,02

2,04,05,0

2,03,02
5,02
3,03

5,0
2,04

5  

44,6=  кг. 

(21) 

Теперь вычислим скорость груза 1 по формуле (19), 
подставив вместо 1S  значение S  из исходных данных 

02,4
44,6

75,345,122 1
1 ≈⋅⋅==

Z

YS
V  м/с. 

Для определения ускорения груза 1 продифференцируем по 
времени теорему об изменении кинетической энергии, 
записанную для данной механической системы (18) 

( )YS
dt

d
Z

V

dt

d
1

2
1

2
=








 

dt

dS
Y

dt

dV
V

Z 11
12

2
=  

Учитывая, что 1
1 V

dt

dS = , а также, что 1
1 a

dt

dV = , получаем 

Z

Y
a =1 . (22) 

Для наглядности подставим сюда константы Y и Z из формул 
(14-15) и (16-17) 

( ) ( )

( ) ( )2
44

2
2

2
2

2
44

2
44

2
2

2
4

2
24

2
2

2
23

2
2

2
22

1

442

24

442

424

32

23

2

2
1

1

2

cossin

rRR

rm

rRR

rrm

R

rm

R

m
m

rRR

rkgm

rRR

rrgm

rR

rM

R

M
gfmF

a

CC

+
ρ+

+
++ρ+

+
⋅⋅α−

+
⋅α−−−−

=  (23) 

Получается дробь, в числителе которой стоит сумма 
приведенных силовых факторов, влияющих на движение 
системы, а в знаменателе – приведенный параметр инертности 
системы. 

Вычислим ускорение 1a  по формуле (22) с учетом (20) и (21) 

39,5
44,6
75,34

1 ≈=a  м/с2. (24) 
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3. Определение сил натяжения нитей, реакций опор и 
силы трения с помощью принципа Даламбера. 

 
Приложим к механической системе внешние силы и силы 

инерции (рис. 8). 

Рис. 8 
Груз 1 находится в поступательном движении, поэтому 

прикладываем к его центру масс силу инерции, направленную 
противоположно ускорению груза 

11
ИН

1 amF =  (25) 
Блоки 2 и 3 находятся во вращательном движении, поэтому 

прикладываем к ним моменты инерции, направленные 
противоположно их угловым ускорениям 

22
ИН

2 ε= IM  ,         33
ИН

3 ε= IM . (26) 
Каток 4 находятся в плоскопараллельном движении, поэтому 

прикладываем к его центру масс силу инерции, направленную 
противоположно ускорению центра масс C катка, и момент 
инерции, направленный противоположно угловому ускорению 
катка 

44
ИН

4 amF =  ,             44
ИН

4 ε= IM . (27) 
В соответствии с принципом Даламбера приложенные к 

системе внешние силы и силы инерции образуют систему сил, 
находящуюся в равновесии. Рассмотрим равновесие системы. 

1

2

3

MK

C

4

α

α

N4

a4

a1

ε2

ε4

ε3 O3

O2

F

1
F
ТР

m g1

N1

m g2

R2x

R2y

m g3

R3x

R3y

m g4

4
F
ТР

ИНF1

ИНM3

ИНM4

ИНM2

ИНF4

MC3

MC2
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Поскольку система состоит из четырех тел, рассмотрим 
равновесие каждого тела отдельно. 

Изобразим расчетную схему для тела 1 (рис. 9). 

 
Рис. 9 

Составим уравнения равновесия 
               ∑ = 0kxF      :    0ИН

112 1
=−−− FFTF

ТР
, (28) 

               ∑ = 0kyF      :    011 =− gmN . (29) 
Из последнего уравнения можно найти реакцию 1N  и затем 

найти 
1ТР

F , но это уже сделано в (3). 

Покажем расчетную схему для блока 2 (рис. 10). 

 
Рис. 10 

Составим уравнения равновесия 
            ∑ = 0kxF      :            02

'
12 =− xRT , (20) 

            ∑ = 0kyF      :            02232 =−+ gmTR y , (31) 

            ( )∑ = 0
2 kO FM   :       0ИН

22212223 =++− MMRTrT C . (32) 
Покажем расчетную схему для блока 3 (рис. 11). 

1

y

x

F

1
F
ТР

T12a1

m g1

N1

ИНF1

2

T23

T’12 m g2

MC2

ε2

R2x

R2y

O2

ИНM2

y

x
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Рис. 11 

Составим уравнения равновесия 
         ∑ = 0kxF      :          0cos343 =α−− TR x , (33) 

         ∑ = 0kyF      :          0sin342333 =α−−− TTgmR y , (34) 

         ( )∑ = 0
3 kO FM   :     0ИН

333343
'

23 =−−− MMrTrT C . (35) 
Покажем расчетную схему для катка 4 (рис. 12). 

 
Рис. 12 

Составим уравнения равновесия 
         ∑ = 0

1kxF      :        0sin ИН

44
'

34 4
=−α−+ FgmFT

ТР
, (36) 

         ∑ = 0
1kyF      :        0cos44 =α− gmN , (37) 

         ( )∑ = 0kC FM   :     0ИН

444
'

34 4
=−−− MMrFRT KТР

. (38) 

Из уравнения (35) можно найти реакцию 4N  и затем найти 

KM , но это уже сделано в (9). 
Теперь из уравнений равновесия найдем силы натяжения 

нитей и реакции опор с учетом значения ускорения 1a  из (24), 
выражений сил и моментов инерции (25)-(27), выражений 

3
T’23

T34

m g3

MC3

ε3 R3x

R3y

O3

ИНM3

y

x

4

C
x1

y1

α

T’34

N4

m g4

MK
ε4

4
F
ТР

a4

ИНF4

ИНM4
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ускорений из таблицы 1, выражений статических моментов 
инерции (10), силы трения (3) и момента трения (9): 

а) из уравнения (28) найдем силу натяжения 12T  

=−⋅−=−−= 111
ИН

112 1
amgmfFFFFT

ТР
 

79,1039,5581,9525,050 ≈⋅−⋅⋅−=  Н; 
б) из уравнения (30) найдем реакцию xR2 , учитывая, что 12

'
12 TT =  в 

силу третьего закона Ньютона 

79,10122 == TR x  Н; 
в) из уравнения (32) найдем силу натяжения 23T  

=
ρ−−

=−−=
2

2

12
222212

2

ИН

22212
23 r

R

a
mMRT

r

MMRT
T

C
C  

57,11
3,0

5,0
39,5

2,042,05,079,10 2

≈
⋅−−⋅

 Н; 

г) из уравнения (31) найдем реакцию yR2  

33,3857,1181,942322 −=−⋅=−= TgmR y  Н,  

отрицательное значение говорит о том, что вертикальная реакция 
в оси блока 2 направлена не вверх, а вниз; 

д) из уравнения (35) находим 34T , учитывая, что 23
'

23 TT =  по 

третьему закону Ньютона 

=
⋅−−

=−−=
3

32

21
2

33
3323

3

ИН

33323
34

2

r

rR

rarm
MrT

r

MMrT
T

C
C  

72,5
1,0

5,0
3,039,5

2
1,03

1,01,057,11
≈

⋅⋅⋅−−⋅
=  Н; 

е) из уравнения (33) находим реакцию xR3  

95,4
2
3

72,5cos343 −=⋅−=α−= TR x  Н, 

отрицательное значение говорит о том, что горизонтальная 
реакция в оси блока 3 направлена не вправо, а влево; 

ж) из уравнения (34) находим реакцию yR3  
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15
2
1

72,557,1181,93sin342333 =⋅−−⋅=α++= TTgmR y  Н; 

з) из уравнения (36) находим силу трения 
4ТР

F , учитывая, что 

34
'

34 TT =  по третьему закону Ньютона 

( ) =−
+

+α=−+α= 34
442

421
4434

ИН

44 sinsin
4

T
rRR

rra
mgmTFgmF

ТР
 

( ) 25,672,5
2,04,05,0
2,03,039,5

2
2
1

81,92 =−
+

⋅⋅+⋅=  Н. 

Всего уравнений равновесия получилось 11: с (28) по (38). Из 
них определены 10 неизвестных: 12T , 1N , xR2 , yR2 , 23T , xR3 , yR3 , 

34T , 
4ТР

F , 4N . Используя одиннадцатое уравнение можно найти 

ускорение груза 1, но это уже сделано в (23) - (24). 
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4. Определение уравновешивающей силы с помощью 
принципа возможных перемещений. 

 
Принцип возможных перемещений формулируется так: для 

равновесия механической системы с идеальными стационарными 
связями необходимо и достаточно, чтобы сумма элементарных 
работ активных сил на любых возможных перемещениях точек 
системы равнялась нулю 

( ) 0=δ∑ a
kFA . 

Поскольку движущая сила F  приложена к телу 1, приложим 
уравновешивающую силу Q  к телу 4 и составим расчетную 
схему (рис. 13), приложив к системе активные силы и задав 
системе возможное перемещение. 

 

Рис 13 
К активным силам относятся: движущая сила F , 

уравновешивающая сила Q , силы тяжести и реакции 
неидеальных связей. 

В соответствии с принципом возможных перемещений 
запишем сумму работ активных сил на данном возможном 
перемещении и приравняем ее к нулю 

+δϕ−δϕ−δ−δ⋅ 332211 1 CCТР
MMSFSF  

( ) 090cos 44
0

44 =δϕ−δ⋅−α+δ⋅+
К

MSQSgm . 
(39) 

1

2

3

MK

C

4

α

α

δS1

δS4

δϕ 2

δϕ4

δϕ3

O3

O2

F
Q

1
F
ТР

m g1

m g2

m g3

m g4

MC2

MC3
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Перейдем от возможных перемещений к скоростям, для чего 
разделим левую и правую части уравнения (39) на tδ  

0sin 4444332211 1
=ω−⋅−⋅α−ω−ω−−⋅

КCCТР
MVQVgmMMVFVF . 

Получаем уравнение суммы мощностей, в которое подставим 
скорости тел системы, выраженные через скорость груза 1 из 
таблицы 1, а также выражения для 

1ТР
F  из (3) и KM  из (9) 

( ) −
+

α−−−−⋅
442

421
4

32

21
3

2

1
2111 sin

rRR

rrV
gm

rR

rV
M

R

V
MgVfmVF CC  

( ) ( ) 0cos
442

21
4

442

421 =
+

⋅α−
+

−
rRR

rV
kgm

rRR

rrV
Q . 

Отсюда, после деления левой и правой части уравнения на 

1V , получаем уравновешивающую силу Q  

( ) ( )

( )
=

+

+
⋅⋅α−

+
⋅α−−−−

=

442

42

442

24

442

424

32

23

2

2
1

cossin

rRR

rr
rRR

rkgm

rRR

rrgm

rR

rM

R

M
gfmF

Q

CC

. 

Вычислим отдельно числитель дроби 

( ) ( ) =
+

⋅⋅α−
+

⋅α−−−−
442

24

442

424

32

23

2

2
1

cossin

rRR

rkgm

rRR

rrgm

rR

rM

R

M
gfmF CC  

( ) −
+

⋅⋅⋅⋅−
⋅
⋅−−⋅⋅−=

2,04,05,0
2,03,05,081,92

1,05,0
3,01,0

5,0
2,0

81,9525,050  

( ) 22,32
2,04,05,0

3,015,087,081,92 ≈
+

⋅⋅⋅⋅−  

Вычислим уравновешивающую силу 

( )
1,161

2,04,05,0
2,03,0

22,32 =

+
⋅=Q  Н. 
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5. Определение ускорения груза 1 с помощью общего 
уравнения динамики. 

 
Общее уравнение динамики записывается следующим 

образом 
( ) ( ) 0ИН =δ+δ ∑∑ k

a
k FAFA . 

Это уравнение представляет собой записанный в виде 
уравнения принцип Даламбера-Лагранжа, который 
формулируется так: «при движении механической системы с 
идеальными связями сумма элементарных работ активных сил и 
сил инерции на любом возможном перемещении точек системы 
равна нулю». 

Приложим к системе активные силы (которые прикладывали 
при применении принципа возможных перемещений) и силы 
инерции (которые прикладывали при решении задачи с помощью 
принципа Даламбера); дадим системе возможное перемещение и 
составим расчетную схему (рис. 14). 

 
Рис. 14 

Запишем общее уравнение динамики: сумму работ активных 
сил и сил инерции на данном возможном перемещении 
приравняем к нулю 

−δϕ−δϕ−δϕ−δ−δ−δ⋅ 3
ИН

3222
ИН

21ТР1
ИН

11 1
MMMSFSFSF C  (40) 

1

2

3

MK

C

4

α

α

δS1

δS4

δϕ2

δϕ4

δϕ3 O3

O2

F

1
F
ТР

m g1

m g2

m g3

m g4

ИНF1

ИНM3

ИНM4
ИНM2

ИНF4

MC3

MC2
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0sin 44
ИН

44
ИН

44433 =δϕ−δϕ−δ−δ⋅α−δϕ− KC MMSFSgmM . 
Запишем возможные перемещения, выраженные через 

возможное перемещение груза 1, используя соотношения между 
действительными перемещениями из последней колонки 
таблицы 1 

2

1
2 R

Sδ=δϕ ,  
32

21
3 rR

rSδ=δϕ ,  ( )442

21
4 rRR

rS

+
δ=δϕ ,  ( )442

421
4 rRR

rrS
S

+
δ=δ . (41) 

Подставим эти выражения, а также выражения сил и 
моментов инерции (25)-(27), выражения статических моментов 
инерции (10) и выражения ускорений из таблицы 1 в 
уравнение (40) 

−δ−δρ−δ⋅−δ−δ⋅
2

1
22

2

112
22111111 R

S
M

R

Sa
mSgfmSamSF C  

( ) −
+

δα−δ−δ−
442

421
4

32

21
312

3
2
2

2
21

2
33 sin

2 rRR

rrS
gm

rR

rS
MS

rR

rarm
C  

( ) ( ) ( ) 0cos
442

21
42

44
2
2

1
2

212
442

44
2
2

1
2

4
2

21
4 =

+
δ⋅α−

+
δρ−

+
δ−

rRR

rS
kgm

rRR

Sra
m

rRR

Srra
m . 

Поделив левую и правую части этого уравнения на 1Sδ , 
выразим из него ускорение груза 1 

( ) ( )

( ) ( )2
44

2
2

2
2

2
44

2
44

2
2

2
4

2
24

2
2

2
23

2
2

2
22

1

442

24

442

424

32

23

2

2
1

1

2

cossin

rRR

rm

rRR

rrm

R

rm

R

m
m

rRR

rkgm

rRR

rrgm

rR

rM

R

M
gfmF

a

CC

+
ρ+

+
++ρ+

+
⋅⋅α−

+
⋅α−−−−

= . 

Полученное выражение совпадает с выражением (23), 
полученным с помощью теоремы об изменении кинетической 
энергии, а следовательно 39,51 ≈a  м/с2. 
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6. Составление дифференциального уравнения движения 
системы с помощью уравнений Лагранжа II рода. 

 
Механическая система имеет одну степень свободы, поэтому 

для описания ее движения понадобится одно уравнение Лагранжа 

Q
dq

T

qd

T

dt

d =∂−






 ∂
&

, (42) 

где q – обобщенная координата, Q – обобщенная сила, а T – 
кинетическая энергия системы. 

По условию задачи в качестве обобщенной координаты 
следует принять перемещение груза 1, следовательно 1Sq = , , 
тогда обобщенная скорость равна скорости груза 1:  1Vq =& . 

Кинетическая энергия была вычислена в (14)-(15). 
Воспользуемся этими выражениями, заменив скорость 1V  на q&  

( ) ( ) =








+
ρ+

+
++ρ+= 2

44
2
2

2
2

2
44

2
44

2
2

2
4

2
24

2
2

2
2

2
33

2
2

2
22

1

2

22 rRR

rm

rRR

rrm

R

rrm

R

m
m

q
T

&
 

Z
q

2

2
&= . 

(43) 

Найдем обобщенную силу, для чего приложим к системе 
активные силы (рис.15). К активным силам относятся также 
реакции неидеальных связей. 

Рис. 15 
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q
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MK
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α

α

δq

δS4
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δϕ4
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Дадим системе возможное перемещение qδ  в 
положительном направлении отсчета обобщенной координаты и 
запишем сумму работ активных сил на этом перемещении 

( ) −δϕ−δϕ−δ−δ⋅=δ∑ 3322ТР1 CC
a

k MMqFqFFA  

444 sin δϕ−δ⋅α− KMSgm . 
(44) 

Выразим все возможные перемещения через возможное 
перемещение, соответствующее обобщенной координате, для 
чего воспользуемся выражениями (41) 

2
2 R

qδ=δϕ ,  
32

2
3 rR

rq ⋅δ=δϕ ,  ( )442

2
4 rRR

rq

+
⋅δ=δϕ ,  ( )442

42
4 rRR

rrq
S

+
⋅δ=δ . 

Подставим эти выражения в (44) и вынесем qδ  за скобку 

( ) ( )



−

+
⋅α−−−−=δ∑

442

424

32

23

2

2
1

sin
rRR

rrgm

rR

rM

R

M
gfmFFA CCa

k  

( ) q
rRR

rkgm





+
⋅⋅α−

442

24 cos
. 

Обобщенной силой является коэффициент, стоящий в 
выражении суммы работ активных сил при соответствующем 
обобщенном возможном перемещении, то есть выражение в 
скобках 

( ) −
+

⋅α−−−−=
442

424

32

23

2

2
1

sin
rRR

rrgm

rR

rM

R

M
gfmFQ CC  

( ) Y
rRR

rkgm =
+

⋅⋅α−
442

24 cos
. 

(45) 

Обобщенная сила является постоянной, поэтому временно 
обозначим ее, как Y. 

Для записи уравнения Лагранжа найдем производные от 
кинетической энергии (43) 

q
Z

Z
q

qdqd

T
&

&

&&
2

22

2

=






∂=∂
, (46) 

( ) qZqZ
dt

d

qd

T

dt

d
&&&

&
==







 ∂
, (47) 

0
2

2

=






∂=∂
Z

q

dqdq

T &
. (48) 
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Запишем уравнение Лагранжа, для чего подставим 
выражения (45)-(48) в (42) 

YqZ =− 0&& . 
Это и есть дифференциальное уравнение, описывающее 

движение механической системы. Если из него выразить q&& , то 
есть ускорение груза 1, то получается выражение 

( ) ( )

( ) ( )2
44

2
2

2
2

2
44

2
44

2
2

2
4

2
24

2
2

2
23

2
2

2
22

1

442

24

442

424

32

23

2

2
1

2

cossin

rRR

rm

rRR

rrm

R

rm

R

m
m

rRR

rkgm

rRR

rrgm

rR

rM

R

M
gfmF

Z

Y
q

CC

+
ρ+

+
++ρ+

+
⋅⋅α−

+
⋅α−−−−

==&& , 

которое совпадает с выражением (23), полученным с помощью 
теоремы об изменении кинетической энергии, а также с 
выражением, полученным с помощью общего уравнения 
динамики. 
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Приложение 1 
 

Решение системы уравнений (11) в общем виде 
 
Решение данной системы уравнений довольно громоздко, но 

позволяет определить ускорение груза 1, силы натяжения нитей и 
силу трения между телом 4 и плоскостью, однако не позволяет 
найти реакции в осях блоков 2 и 3. 

Запишем систему уравнений (11), пронумеровав все 
уравнения отдельно 

gfmTFam 11211 −−= , (49) 

2212223
2

12
22 CMRTrT

R

a
m −+−=ρ , (50) 

3334323
32

21
2

33

2 CMrTrT
rR

rarm −−= , (51) 

( ) α−+=
+

sin434
442

421
4 4

gmFT
rRR

rra
m

ТР
, (52) 

( ) kgmrFRT
rRR

ra
m

ТР
⋅α−−=

+
ρ cos44434

442

212
44 4

. (53) 

Выразим из уравнения (49) силу натяжения 12T  

11112 amgfmFT −−=  (54) 
и подставим это выражение в уравнение (50) 

2211212223
2

12
22 CMRamgRfmFRrT

R

a
m −−−+−=ρ . 

Выразим отсюда силу натяжения 23T  

22

12
22

2

2

2

211

2

21

2

2
23 rR

a
m

r

M

r

Ram

r

gRfm

r

FR
T C ρ−−−−=  (55) 

и подставим это выражение в уравнение (51) 

−ρ−−−−=
22

312
22

2

32

2

3211

2

321

2

32

32

21
2

33

2 rR

ra
m

r

rM

r

rRam

r

rgRfm

r

rFR

rR

rarm C  

3334 CMrT −− . 
Выразим отсюда силу натяжения 34T  

−ρ−−−−=
322

312
22

32

32

32

3211

32

321

32

32
34 rrR

ra
m

rr

rM

rr

rRam

rr

rgRfm

rr

rFR
T C  (56) 
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32

2133

3

3

2 rR

rarm

r

M C −−  

и подставим это выражение в уравнение (52) 

( ) −ρ−−−−=
+ 22

12
22

2

2

2

211

2

21

2

2

442

421
4 rR

a
m

r

M

r

Ram

r

gRfm

r

FR

rRR

rra
m C  

α−+−− sin
2 4

2

213

3

3
4

gmF
R

ram

r

M
ТР

C , 

откуда выразим силу трения 
4ТР

F  

+ρ++++−=
22

12
22

2

2

2

211

2

21

2

2
4 rR

a
m

r

M

r

Ram

r

gRfm

r

FR
F C
ТР

 

( )442

421
44

2

213

3

3 sin
2 rRR

rra
mgm

R

ram

r

M C

+
+α+++ . 

(57) 

Теперь подставим (56) и (57) в (53) 

( ) −−−−=
+

ρ
2

42

2

4211

2

421

2

42

442

212
44 r

RM

r

RRam

r

RgRfm

r

RFR

rRR

ra
m C  

−−−+−−ρ−
2

4211

2

421

2

42

2

4213

3

43

22

412
22 2 r

rRam

r

rgRfm

r

rFR

R

Rram

r

RM

rR

Ra
m C  

−⋅α−−−ρ−− 44
2

4213

3

43

22

412
22

2

42 sin
2

rgm
R

rram

r

rM

rR

ra
m

r

rM CC  

( ) kgm
rRR

rra
m ⋅α−

+
− cos4

442

2
421

4 . 

Сгруппируем слагаемые 

( )
( ) ( ) ( ) −+−+−+=

+
ρ

2

44211

2

4421

2

442

442

21
2
44

r

rRRam

r

rRgRfm

r

rRFR

rRR

ram
 

( ) ( ) ( ) −+ρ−+−+−
22

441
2
22

3

443

2

442

rR

rRam

r

rRM

r

rRM CC  

( )
( ) kgm

rRR

rram
rgm

R

rRram ⋅α−
+

−⋅α−+− cossin
2 4

442

2
4214

44
2

44213 . 

Домножим левую и правую часть на 2r  и разделим на 
( )[ ]442 rRR +   

( ) −ρ−−−−−=
+

ρ
2
2

1
2
22

32

23

2

2
1112

44
2
2

2
21

2
44

R

am

rR

rM

R

M
amgfmF

rRR

ram CC  
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( ) ( ) ( )442

24
2

44
2
2

2
4

2
214

442

244
2
2

2
213 cossin

2 rRR

rkgm

rRR

rram

rRR

rrgm

R

ram

+
⋅⋅α−

+
−

+
⋅α−− . 

Выразим отсюда ускорение груза 1 

( ) ( )

( ) ( )2
44

2
2

2
2

2
44

2
44

2
2

2
4

2
24

2
2

2
23

2
2

2
22

1

442

24

442

424

32

23

2

2
1

1

2

cossin

rRR

rm

rRR

rrm

R

rm

R

m
m

rRR

rkgm

rRR

rrgm

rR

rM

R

M
gfmF

a

CC

+
ρ+

+
++ρ+

+
⋅⋅α−

+
⋅α−−−−

= . 

Полученное выражение совпадает с выражениями, 
полученными с помощью теоремы об изменении кинетической 
энергии, общего уравнения динамики и уравнений Лагранжа II 
рода. 

Далее из выражений (54), (55), (56) и (54) можно найти 
неизвестные 12T , 23T , 34T  и 

4ТР
F  соответственно. 

 


