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§ 2. СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА  
ДЛЯ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ СТРУНЫ 

Простейшей после задачи Коши краевой задачей для одномерного вол-
нового уравнения является смешанная задача на полуоси (задача для полу-
бесконечной струны): 

 
2

1
,tt xxu u f x t

a
- = ,   0x > ,      0t > ; (I) 

 
0t

u x
=
= ,    0x і ; (II) 

 
0t t

u x
=
= ,   0x і ; (III) 

 
0x

u t
=
= ,     0t і . (IV) 

Для существования классического решения (из 2 0, 0C x tі і ) необ-

ходимо и достаточно, чтобы были выполнены условия гладкости: 
2 0x C xО і , 1 0x C xО і , 2 0t C tО і , 

, 0, 0f x t C x tО і і  

 и условия согласования: 

0 0= ,  0 0ў= ,  
2

1
0 0 0,0f

a
ўў ўў- = . 

Граничное условие (IV) жесткого закрепления конца струны часто за-
меняется условием его пружинного закрепления: 

 
0x x

u u t
=

- = ,    0t і , (IV*) 

где 0і ; условие неотрицательности коэффициента — чисто физиче-
ское условие; при  0= условие (IV*) — условие свободного конца. В 
этом случае условия согласования выглядят так:  

0 0 0ў - = ,   0 0 0ў ў- = . 

Классические решения задачи (I), (II), (III), (IV) и задачи (I), (II), (III), 
(IV*) единственны. 

Наряду с классическими решениями указанных задач рассматривают и 
обобщенные решения этих задач. 

Не напоминая здесь определения обобщенного решения, скажем лишь, 

что принадлежащая 1 0, 0C x tі і функция ,u x t , удовлетворяющая 

начальным и граничным условиям (II), (III), (IV) или (II), (III), (IV*) и при 

любой финитной в  , : 0, 0x t x tі і функции 2, 0, 0g x t C x tО і і , 

удовлетворяющая равенству  
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2

0, 0 0, 0

1
, , , , ,tt xx

x t x t

u x t g x t g x t dxdt f x t g x t dxdt
a

і і і і

й щ
- =к ъл ы

тт тт  

( ,u x t  удовлетворяет уравнению (I) в смысле обобщенных функций), яв-

ляется обобщенным решением задачи (I), (II), (III), (IV) или задачи (I), (II), 
(III), (IV*). Обобщенное решение каждой из этих задач единственно. Суще-
ствование обобщенных решений, естественно, устанавливается при мень-

ших ограничениях на функции x , x ,  t  и, в частности, на усло-

вия их согласования. 
Рассмотрим решения некоторых задач. 
 
Пример 1.  Решить задачу  

 9 6 sintt xxu u t x= + ,    0x > ,  0t > ; (1)  

 3

0

x

t
u e

=
= ,     2

0
9 6sint t

u x x
=
= + ,    0x і ; (2)  

 
0

3 6x x
u t

=
= + ,    0t і . (3) 

 
D  1. Так как уравнение является неоднородным, то найдем какое-ни-

будь частное решение этого уравнения. 
В нашем случае ищем частное решение уравнения (1) в виде 

 , sinw x t At B x= + . (4) 

Подставляя (4) в уравнение (1), получаем  

0 sin 6 sinAt B x t x= - + + ,     6, 0A B= = .    

Таким образом, функция  

, 6 sinw x t t x=  

есть частное решение уравнения (1). 

2. Введем новую искомую функцию ,x t такую, что 

, , ,x t u x t w x t= - , 

, , 6 sinx t u x t t x= - , 

и запишем задачу (1), (2), (3) для функции ,x t : 

 9 tt xx= ,  0x > ,   0t > ; (5) 

 3

0

x

t
e

=
= ,  2

0
9t t
x

=
= ,  0x і ; (6) 

 
0

3x x=
= ,   0t і . (7) 

Общим решением волнового уравнения 
2

tt xxa= , , 0a R aО > , 
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является функция 

,x t f x at g x at= + + - , 

где f   и  g — любые функции класса 2C . 

В нашем случае общее решение уравнения (5) запишется в виде 

 , 3 3x t f x t g x t= + + - . (8) 

3. Из (8) и условий (6) следует, что 
3

0
3 3 x

t
f x g x e

=
= + = ,    0x і ;  

2

0
3 3 9t t

f x g x x
=

ў ў= - = ,     0x і .  

Сделав замену переменной 3q x= в обоих выше написанных соотно-

шениях, получим 

 , 0qf q g q e q+ = і , (9*) 

 2 , 0f q g q q qў ў- = і . (9**) 

Продифференцировав правую и левую части равенства (9*) по    q , 

получаем из (9*) и (9**)  

 , 0qf q g q e qў ў+ = і , (9***)  

 2 , 0f q g q q qў ў- = і . (9****)  

Сложив (9***) и (9****), находим  

 21 1
, 0

2 2
qf q e q qў = + і , (10)  

 31 1
, 0

2 6
qf q e q C q= + + і , (11)  

где C — произвольная постоянная. Подставляя f q  из равенства (11) в 

соотношение (9*), получаем 

 31 1
, 0

2 6
qg q e q C q= - - і . (12) 

Из (8), (11) и (12) следует, что решение задачи в области 

, : 3 0,3 0x t x t x t+ і - і имеет вид 

 
3 33 31 1 1 1

, 3 3
2 6 2 6

x t x tx t e x t e x t+ -= + + + - - . (13) 

4. Из (8) и условия (7) имеем 

0
3 3 3x x
f t g t

=
ў ў= + - = ,   0t і . 

Разделив обе части этого равенства на 3, получим 
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1f t g tў ў+ - = ,  0t і . 

Воспользовавшись соотношением (10), находим 

21 1
1

2 2
te t g tў+ + - = ,  0t і .  

21 1
1 , 0

2 2
tg t e t tў - = - - і . 

Положив p t= - , имеем 

21 1
1 , 0

2 2
pg p e p p-ў = - - Ј . 

Следовательно, 

 3
1

1 1

2 6
pg p p e p C-= + - + ,   0p Ј , (14)  

где 1C — произвольная постоянная. 

Таким образом, решение задачи в области , : 3 0,3 0x t x t x t+ і - Ј

задается формулой 

 
3 333

1

1 1 1 1
, 3 3 3

2 6 2 6

x tx tx t e x t x t e x t C- -+= + + + - + - - + . (15) 

5. Найдем связь постоянной C  из формулы (12) и постоянной 1C  из 

формулы (14), требуя непрерывности решения задачи в области 

, : 0, 0x t x t> > . Для этого осуществим «склейку» по непрерывности 

решений, задаваемых формулами (13) и (15) в соответствующих областях, 
на общей границе этих областей, то есть на характеристике 3 0x t- = или, 

что то же самое, «склейку» по непрерывности функций g , задаваемых 

(12) и (14)  в нуле:  

1

1 1
0 0 0 0

2 2
C g g C- = + = - = + . 

Отсюда следует, что 

1C C= - . 

Подставляя найденное значение 1C  в формулу (14), получаем 

 31 1

2 6
pg p p e p С-= + - - ,     0p Ј . (16)  

Из (8), (11) и (16) следует, что решение задачи в области 

, : 3 0,3 0x t x t x t+ і - Ј  имеет вид 
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3 3331 1 1 1

, 3 3 3
2 6 2 6

x tx tx t e x t x t e x t- -+= + + + - + - -  (17)  

Из (13) и (17) следует, что решением задачи (5), (6), (7) является функ-
ция 

33

33

33

1 1
3 , 3 0;

1 1 2 6
, 3

1 12 6
3 3 ,3 0.

2 6

x t

x t

x t

e x t x t

x t e x t

x t e x t x t

-

+

- -

м
- - - іпп

= + + + н
п - + - - - Ј
по

 

Следовательно, функция 

, , 6 sinu x t x t t x= + , 

где  функция ,x t  определена выше, будет решением задачи (1), (2), (3).   

#  
    

Пример 2.  Решить задачу 

 4 6tt xxu u xt- = ,    0x > ,  0t > ; (1)  

 3

0t
u x

=
= ,      

0
0t t

u
=
= ,    0x і ; (2)  

 3

0x
u t

=
= ,    0t і . (3)  

 
D  Так как уравнение (1) является неоднородным, то найдем какое-ни-

будь частное решение этого уравнения. В нашем случае легко видеть, что, 
например, функция 3w xt= является частным решением уравнения (1). 

Введем новую искомую функцию ,x t такую, что 

, , ,x t u x t w x t= - , 

 3, ,x t u x t xt= -  (4) 

и запишем задачу (1), (2), (3) для функции ,x t : 

 4 0tt xx- = ,  0x > ,  0t > ; (5) 

 3

0t
x

=
= ,   

0
0t t=

= ,    0x і , (6)  

 3

0x
t

=
= ,    0t і . (7)  

Общее решение уравнения (5) имеет вид 

 , 2 2x t f x t g x t= + + - . (8) 

Из (8) и соотношений (6) следует, что 

 3

0t
f x g x x

=
= + = ,  0x і , (9*) 

 
0

2 2 0t t
f x g x

=
ў ў= - = ,  0x і . (9**)  

Edited with the trial version of 
Foxit Advanced PDF Editor

To remove this notice, visit:
www.foxitsoftware.com/shopping

skabr
Текстовое поле

skabr
Текстовое поле
ДЗ_2.1а

skabr
Текстовое поле

skabr
Текстовое поле


