
Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé - âîëíî-

âîãî è òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè (U = U(x, y, t), x ∈ (0, l), y ∈ (0, b), t ∈ (0,∞)),

∆ - îïåðàòîð Ëàïëàñà, ∆U =
∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
.

Âîëíîâîå óðàâíåíèå Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

Utt = a2∆U + f(x, y, t), Ut = a2∆U + f(x, y, t) (1)

U(x, y, 0) = ϕ(x, y), Ut(x, y, 0) = ψ(x, y), U(x, y, 0) = ϕ(x, y) (2)

U(x, y, t)

∣∣∣∣
Γ

= 0, U(x, y, t)

∣∣∣∣
Γ

= 0, (3)

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Utt = a2∆U , Ut = a2∆U (4)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (4) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé ñëåäóþùåãî âèäà

U(x, y, t) = T (t)V (x, y) (5)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (5) â óðàâíåíèÿ (4), ïîëó÷èì

T ′′(t)V (x, y) = a2T (t)∆V (x, y), T ′(t)V (x, y) = a2T (t)∆V (x, y) (6)

Ðàçäåëèì îáà óðàâíåíèÿ íà a2T (t)V (x, y), ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

T ′′(t)

a2T (t)
=

∆V (x, y)

V (x, y)
= λ

T ′(t)

a2T (t)
=

∆V (x, y)

V (x, y)
= λ (7)

Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâ (7) ïðèñóòñòâóþò ôóíêöèè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t,

â ïðàâîé - òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x, y, ñëåäîâàòåëüíî ýòè îòíîøåíèÿ ðàâíû íåêîòî-

ðîé êîíñòàíòå. Îáîçíà÷èì ýòó êîíñòàíòó λ. Ðàññìîòðèì âòîðóþ ÷àñòü ðàâåíñòâ (7). Îáà ðàâåíñòâà äàþò

îäèíàêîâîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

∆V (x, y)− λV (x, y) = 0 (8)

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3) ñëåäóþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ (8)

U(x, y, t)

∣∣∣∣
Γ

= T (t)V (x, y)

∣∣∣∣
Γ

= 0 =⇒ V (x, y)

∣∣∣∣
Γ

= 0 =⇒ V (0, y) = V (l, y) = V (x, 0) = V (x, b) = 0 (9)

Ðàññìîòðèì òåïåðü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (8) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

(9). Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ V (x, y) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé

V (x, y) = X(x)Y (y), (10)

È ïîäñòàâèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå â óðàâíåíèå (8), ïîëó÷èì

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y)− λX(x)Y (y) = 0.

Ðàçäåëèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî X(x)Y (y) è ïåðåíåñåì êîíñòàíòó λ âïðàâî çà çíàê ðàâåíñòâà

X ′′(x)

X(x)
+
Y ′′(y)

Y (y)
= λ
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äâà ðàâåíñòâà

X ′′(x)

X(x)
= µ

Y ′′(y)

Y (y)
= ν, µ+ ν = λ (11),

ãäå µ è ν êîíñòàíòû.

Äîáàâëÿÿ ê óðàâíåíèÿì (11) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé X(x), Y (y), êîòîðûå ñëåäóþò èç ñîîò-

íîøåíèé (9)-(10), à èìåííî

X(0) = 0, X(l) = 0, Y (0) = 0, Y (b) = 0, (12)

ïîëó÷àåì äâå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé X(x) è Y (y). Íàéäåííûå ñîáñòâåí-

íûå ôóíêöèè èìåþò âèä

Xk(x) = sin(
kπx

l
), k = 1, 2, 3...∞, µk = −

(
kπ

l

)2

, (13)

Yn(y) = sin(
nπy

b
), n = 1, 2, 3...∞, νn = −

(
nπ

b

)2

. (14)

Èç ôîðìóëû (10) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

Vkn(x, y) = Xk(x)Yn(x)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè Vkn(x, y) îðòîãîíàëüíû â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-

íûõ x, y. Èõ ìîæíî íàçûâàòü, ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè äëÿ

êðàåâîé çàäà÷è (8)-(9). Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ èñõîäíîé íåîäíîðîäíîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè

U(x, y, t). Ïðåäñòàâèì ýòî ðåøåíèå â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé Vkn(x, y)

U(x, y, t) =

∞∑
k=1

∞∑
n=1

Tkn(t)Vkn(x, y) (15)

Çäåñü Tkn(t) íåèçâåñòíûå ôóíêöèè-êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå ìû äîëæíû îïðåäåëèòü.

Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ (15) â èñõîäíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (1), ïîëó÷èì äëÿ âîëíî-

âîãî óðàâíåíèÿ

∞∑
k=1

∞∑
n=1

T ′′kn(t)Vkn(x, y) = a2
∞∑
k=1

∞∑
n=1

Tkn(t)∆Vkn(x, y) + f(x, y, t), (16)

è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

∞∑
k=1

∞∑
n=1

T ′kn(t)Vkn(x, y) = a2
∞∑
k=1

∞∑
n=1

Tkn(t)Vkn(x, y) + f(x, y, t). (17)
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Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(x, y, t) â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì Vkn(x)

f(x, y, t) =

∞∑
k=1

∞∑
n=1

fkn(t)Vkn(x, y), fkn(t) =

l∫
0

b∫
0

f(x, y, t)Vkn(x, y)dxdy

l∫
0

b∫
0

V 2
kn(x, y)dxdy

, k = 1, 2, ...,∞, n = 1, 2, ...,∞ (18)

Èç ñîîòíîøåíèé (8),(13),(14) ñëåäóåò, ÷òî

∆Vkn(x, y) = λknVkn(x, y) = (µk + νn)Vkn(x, y). (19)

Îáîçíà÷èì β2
kn = −a2λk,n = a2

((
kπ

l

)2

+

(
nπ

b

)2)
, ïîäñòàâèì â (16),(17) f(x, y, t) èç (18) è ∆Vkn(x, y)

èç (19), ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü è âûíåñåì çà ñêîáêè Vkn(x, y), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåí-

ñòâî äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∞∑
k=1

∞∑
n=1

(
T ′′kn(t) + β2

knTkn(t)− fkn(t)

)
Vkn(x, y) = 0, (20)

è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

∞∑
k=1

∞∑
n=1

(
T ′kn(t) + β2

knTkn(t)− fkn(t)

)
Vkn(x, y) = 0. (21)

Èç îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé Vkn(x) ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ìíîæèòåëü(âûðàæåíèå â ñêîáêàõ) ïðè Vkn(x)

äîëæåí îáðàùàòüñÿ â ÍÎËÜ, ò.å.

T ′′kn(t) + β2
knTkn(t) = fkn(t), T ′kn(t) + β2

knTkn(t) = fkn(t). (22)

Ðåøåíèå ÎÄÓ (22) ñòðîÿòñÿ êàê îáû÷íî. Èùóòñÿ îáùèå ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

T ′′kn(t) + β2
knTkn(t) = 0, T ′kn(t) + β2

knTkn(t) = 0,

Tkn(t) = Akn cos(βknt) +Bkn sin(βknt), Tkn(t) = Akne
−β2

knt.

È ê íèì ïðèáàâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ T partkn (t) íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (22), íàéäåííûå, íàïðèìåð,

ìåòîäîì ïîäáîðà èëè âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé èìååò âèä

Tkn(t) = Akn cos(βknt) +Bkn sin(βknt) + T partkn (t), Tkn(t) = Akne
−β2

knt + T partkn (t).

Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûåAkn, Bkn îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Äëÿ ýòîãî ôóíêöèè ϕ(x, y), ψ(x, y),

çàäàþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì Vkn(x). Èç ôîðìóë

(12),(2) ñëåäóåò äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

U(x, y, 0) =

∞∑
k=1

∞∑
n=1

Tkn(0)Vkn(x, y) =

∞∑
k=1

∞∑
n=1

(
Akn + T partkn (0)

)
Vkn(x, y) =

∞∑
k=1

∞∑
n=1

ϕknVkn(x, y) = ϕ(x, y),

(23)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ Vkn(x) íàõîäèì êîýôôèöèåíò Akn

Akn = ϕkn − T partkn (0) (24)
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà Bkn äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ çà-

äàííóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü

Ut(x, y, 0) =

∞∑
k=1

∞∑
n=1

T ′kn(0)Vkn(x, y) =

∞∑
k=1

∞∑
n=1

(
Bknβkn + T ′

part
kn (0)

)
Vkn(x, y) =

∞∑
k=1

∞∑
n=1

ψknVkn(x, y) = ψ(x, y)

(25)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ Vkn(x) íàõîäèì êîýôôèöèåíò Bkn

Bkn =
ψkn − T ′partkn (0)

βkn
(26)

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé, çàäàþùèõ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

ϕkn =

l∫
0

b∫
0

ϕ(x, y)Vkn(x, y)dxdy

l∫
0

b∫
0

V 2
kn(x, y)dxdy

, ψkn =

l∫
0

b∫
0

ψ(x, y)Vkn(x)dxdy

l∫
0

b∫
0

V 2
kn(x, y)dxdy

, k = 1, 2, ...,∞, n = 1, 2, ...,∞ (27)

Äëÿ ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èìååì îäíî íà÷àëüíîå óñëîâèå è ñîîòâåòñòâåííî, îäíó ïðî-

èçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ Akn, åå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (24).

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �3 îò 19.03.2021

Ðåøèòü äâóìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

x ∈ (0, l), y ∈ (0, b), t ∈ (0,∞), U = U(x, y, t)

∂U

∂t
= a2

(
∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2

)
+ f(x, y, t),

U

∣∣∣∣
t=0

= ϕ(x, y),
∂U

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂U

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0, U

∣∣∣∣
y=0

= 0, U

∣∣∣∣
y=b

= 0

ãäå

ϕ(x, y) = cos

(
3πx

l

)
sin

(
πy

b

)
, f(x, y, t) =

(
1 + cos

(
πy

b

))
sin

(
2πx

l

)
e−ωt.

Äîìàøíåå çàäàíèå �3 îò 19.03.2021

Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ðåøèòü ñëåäóþùèå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è

x ∈ (0, l), y ∈ (0, b), t ∈ (0,∞), U = U(x, y, t)

�����������������������������������������������-

No. 1.

∂U

∂t
= a2

(
∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2

)
+ f(x, y, t),

U

∣∣∣∣
t=0

= ϕ(x, y),
∂U

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, U

∣∣∣∣
x=l

= 0, U

∣∣∣∣
y=0

= 0,
∂U

∂y

∣∣∣∣
y=b

= 0,

ãäå

ϕ(x, y) = cos

(
3πx

2l

)
sin

(
πy

2b

)
, f(x, y, t) = xe−ωt sin

(
5πy

2b

)
.

�����������������������������������������������-
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No. 2.

∂2U

∂t2
= a2

(
∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2

)
+ f(x, y, t),

U

∣∣∣∣
t=0

= ϕ(x, y),
∂U

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x, y),

∂U

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂U

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0, U

∣∣∣∣
y=b

= 0,
∂U

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0,

ãäå

ϕ(x, y) = 0, ψ(x, y) = (y − b)x, f(x, y, t) = xy cos(ωt).

�����������������������������������������������-

No. 3.

∂2U

∂t2
= a2

(
∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2

)
+ f(x, y, t),

U

∣∣∣∣
t=0

= ϕ(x, y),
∂U

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x, y),

U

∣∣∣∣
Γ

= xy sin(ωt),

ãäå Γ - ãðàíèöà îáëàñòè,

ϕ(x, y) = 0, ψ(x, y) = 0, f(x, y, t) = 0.

�����������������������������������������������-
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