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1 ЦЕЛЬ РАБОТЫ

Цель работы – изучение частотных характеристик систем автоматического управления (САУ) и её элементов и приобретение практических навыков в построении частотных и логарифмических частотных характеристик.

2 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ

Частотные характеристики описывают передаточные свойства САУ и её элементов в режиме установившихся гармонических колебаний, вызванных внешним гармоническим воздействием. Зная частотные характеристики элемента или системы, можно определить их реакцию на гармонические воздействия различных частот.

Частотные характеристики широко используются в теории и практике автоматического управления, что обусловлено следующими причинами:

· реально встречающиеся воздействия, как правило, могут быть представлены в виде суммы гармоник различных частот на основе преобразования Фурье;

· в установившемся режиме гармонические сигналы передаются линейными системами без искажения;

· не возникает затруднений в экспериментальном исследовании поведения систем при гармонических входных воздействиях.
Рассмотрим физическую сущность и разновидности частотных характеристик.
Пусть на вход линейного элемента в момент времени t=0 подано гармоническое воздействие g(t) (рис. 2.1) определённой частоты ω, то есть 
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(2.1)

где А – амплитуда гармонического воздействия;

( – фаза гармонического воздействия;

ω – частота гармонического воздействия, (=2π/Т, где T – период гармонического воздействия.
Через некоторое время, необходимое для протекания переходного процесса, элемент войдёт в режим установившихся вынужденных колебаний, а выходная величина y(t) будет изменяться по гармоническому закону с той же частотой ω, но с другими амплитудой В и фазой ψ (рис.2.1)., т.е.
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Рисунок 2.1 – Входное и выходное гармонические воздействия
Повторяя такой эксперимент при фиксированной амплитуде А для различных значений частоты ( (от 0 до +∞), можно установить, что амплитуда В и фазовый сдвиг 
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 выходной величины зависят от частоты входного воздействия. Следовательно зависимости амплитуды В и фазы ( от частоты ( могут служить характеристиками динамических свойств элементов (системы).

Изменение амплитуды В и фазы ( определяется не только изменениями частоты, но и характеристиками рассматриваемого элемента (видом дифференциального уравнения и его параметрами), а амплитуда ещё и амплитудой входного воздействия А.

Зависимость отношения амплитуд В/А выходного и входного сигналов от частоты называется амплитудной частотной функцией А(ω), а её график при изменении частоты ( от 0 до +∞ называется амплитудно-частотной характеристикой (АЧХ). АЧХ показывает как элемент или система пропускают сигналы различной частоты. Причём оценка пропускания осуществляется по соотношению амплитуд В/А. АЧХ имеет размерность, равную отношению размерности выходной величины к размерности входного воздействия.

Зависимость фазового сдвига 
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 между выходным и входным сигналами от частоты называется фазовой частотной функцией ((ω), а её график фазово-частотной характеристикой (ФЧХ). ФЧХ показывает какое отставание или опережение по фазе создаёт элемент при различных частотах.

Обобщением понятий А(ω) и ((ω) является амплитудно-фазовая частотная функция (частотная передаточная функция) W(jω), которая характеризует изменение амплитуды и фазы выходной величины системы в установившемся режиме при приложении на вход гармонического воздействия. График частотной передаточной функции W(jω) при изменении частоты ω от 0 до +∞ называется амплитудно-фазовой частотной характеристикой (АФЧХ).

Частотная передаточная функция W(jω) получается с помощью преобразования Фурье, являющегося частным случаем преобразования Лапласа при 
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(2.3)

На практике W(jω) получают путём замены в передаточной функции:
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(2.4)

p на jω. В итоге имеем, что:
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(2.5)

которая является функцией комплексной переменной, модуль которой является амплитудной частотной функцией А(ω), а аргумент – фазовой частотной функцией ((ω).

АФЧХ представляется на комплексной плоскости. Пример АФЧХ приведен на рисунке 2.2. Он показывает, что АФЧХ представляет собой годограф, определяющий геометрическое место точек для вектора с модулем А(ω) при изменении частоты ω от 0 до +∞.
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Рисунок 2.2 – Амплитудно-фазовая частотная характеристика

В соответствии с формулой Эйлера можно записать:
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(2.6)

где P(ω) – вещественная частотная функция;

Q(ω) – мнимая частотная функция.

График функции P(ω) при изменении частоты ω от 0 до +∞ называется вещественной частотной характеристикой (ВЧХ), а график функции Q(ω) – мнимой частотной характеристикой (МЧХ).

На основе выражения (2.6) и графика на рисунке 2.2 можно записать:
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(2.7)
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(2.8)
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(2.10)

Основным достоинством частотных характеристик является то, что они без решения дифференциальных уравнений позволяют судить о поведении системы: оценивать устойчивость САУ; определять показатели качества; рассчитывать средства коррекции систем для получения заданных показателей качества.

При практических расчетах САУ удобно использовать частотные характеристики, построенные в логарифмической системе координат. Такие характеристики называются логарифмическими. Они имеют меньшую кривизну и поэтому могут быть приближённо заменены ломаными линиями, составленными из нескольких прямолинейных отрезков. Эти отрезки в большинстве случаев удаётся построить без громоздких вычислений при помощи некоторых простых правил. Кроме того, в логарифмической системе координат легко находить характеристики различных соединений звеньев, так как умножению и делению обычных характеристик соответствует сложение и вычитание ординат логарифмических характеристик.

За единицу длины по оси частот логарифмических характеристик берут декаду. Декада – интервал частот, заключённый между произвольным значением частоты ω и его десятикратным увеличением 10ω. Отрезок логарифмической оси частот, соответствующий одной декаде, равен 1.

На практике обычно используют:

· логарифмическую амплитудно-частотную характеристику (ЛАЧХ);

· логарифмическую фазо-частотную характеристику (ЛФЧХ).

ЛАЧХ называется кривая, соответствующая двадцати десятичным логарифмам модуля АФЧХ системы, построенная в десятичном логарифмическом масштабе частот, то есть
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(2.11)

Её ординаты измеряются в логарифмических единицах – децибелах (дБ) или белах (Б). Если мощность одного сигнала больше (меньше) мощности другого сигнала в 10 раз, то они отличаются по мощности на 1 Бел.

При построении ЛФЧХ логарифмический масштаб применяется только для оси частот.

3 ПРИМЕР РАСЧЁТА И ПОСТРОЕНИЯ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК

Постановка задачи

Дана передаточная функция САУ
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(3.1)

где k – коэффициент передачи, k =10;
Т1, Т2, Т3  – постоянные времени, Т1 = 1, Т2 = 2, Т3 = 3.
Требуется построить следующие частотные характеристики: АФЧХ, АЧХ, ФЧХ, ВЧХ, МЧХ.

Получение выражений для расчёта частотных характеристик

Раскроем скобки в передаточной функции (3.1)
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(3.2)

Подставим в выражение (3.2) значения коэффициентов k1, Т1, Т2, Т3
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(3.3)

Получим частотную передаточную функцию W(jω), заменив в выражении (3.3) р на jω:
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или
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(3.4)

Получим выражения для расчёта ВЧХ P(ω) и МЧХ Q(ω). Для этого необходимо освободиться от мнимой единицы в знаменателе. Так как 
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, то, умножив числитель и знаменатель выражения (3.4) на комплексно-сопряжённый знаменатель, освободимся от мнимости в знаменателе:
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 (3.5)

После небольших преобразований выражение (3.5) можно записать в следующем виде:
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На основе (3.6) имеем, что
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(3.7)
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(3.8)

АЧХ А(ω) и ФЧХ ((ω) определяются на основе P(ω) и Q(ω) по выражениям (2.7) и (2.8).

Построение частотных характеристик

1. Построение частотных характеристик начинается с частоты ω =0. При ω =0:

P(ω)=10; Q(ω)=0; А(ω) = 10; ((()= 0.

2. Заканчивается построение частотных характеристик при частоте ω = ∞, при которой P(ω)= 0; Q(ω)=0, так как раскрыв неопределённость вида ∞/∞ в выражениях (3.7) и (3.8) по правилу Лопиталя, получаем знаменатель равным ∞.

3. Определяются точки пересечения АФЧХ с мнимой осью. Для этого приравняем P(ω) к нулю:
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Итак при частоте ω=1 АФЧХ пересекает мнимую ось.

4. Определяются точки пересечения АФЧХ с вещественной осью, то есть приравнивается к нулю Q(ω):
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Решив последнее уравнение относительно ω, получаем, что 
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, то есть получаются чисто мнимые корни. Отсюда делаем вывод, что АФЧХ только начинается на вещественной оси при ω=0 и заканчивается на ней при ω = ∞.

5. Определяются значения частотных характеристик в интервалах: (0;1) и (1;+∞). Значения частотных характеристик для частотного интервала приведены в таблице 3.1.

Таблица 3.1 – Значение частотных характеристик в интервале 

	ω
	0
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4
	0,5
	0,7
	0,9

	P(ω)
	10
	8,73
	6,09
	3,7
	2,01
	1,15
	0,32
	0,05

	Q(ω)
	0
	-3,08
	-5,38
	-5,53
	-4,96
	-4,23
	-3,03
	-2,27

	А(ω)
	10
	9,44
	8,13
	6,65
	5,35
	4,38
	3,05
	2,27

	((ω)
	0˚
	-24,8˚
	-41,4˚
	-56,2˚
	-67,9˚
	-74,5˚
	-84˚
	-88,7˚

	ω
	1
	1,5
	2
	3
	5
	10
	20
	∞

	P(ω)
	0
	-0,06
	-0,05
	-0,03
	-0,01
	-0,003
	-0,0001
	0

	Q(ω)
	-2
	-1,24
	-0,89
	-0,57
	-0,34
	-0,1
	-0,08
	0

	А(ω)
	2
	1,24
	0,89
	0,57
	0,34
	0,17
	0,08
	0

	((ω)
	-90˚
	-92,7˚
	-93,2˚
	-95˚
	-97,8˚
	-98,5˚
	-99,5˚
	-180˚


АФЧХ приведена на рисунке 3.1; АЧХ и ВЧХ – на рисунке 3.2; МЧХ – на рисунке 3.3; ФЧХ – на рисунке 3.4.
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Рисунок 3.1 – Амплитудно-фазовая частотная характеристика (АФЧХ)
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Рисунок 3.2 – Вещественная частотная характеристика (ВЧХ) и амплитудная частотная характеристика (АЧХ)
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Рисунок 3.3 – Мнимая частотная характеристика (МЧХ)
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Рисунок 3.4 – Фазовая частотная характеристика (ФЧХ)
4 МЕТОДИКА И ПРИМЕРЫ ПОСТРОЕНИЯ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ АМПЛИТУДНО-ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК

Методика построения ЛАЧХ

1. Определяются сопрягающие частоты:
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(4.1)

Полученные значения откладываются на оси частот в логарифмическом масштабе (
[image: image39.wmf]1
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2. На начальном интервале частот 
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 наклон ЛАЧХ зависит от вида системы:

· если система статическая, то в интервале частот 
[image: image43.wmf]1
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 откладывается горизонтальная прямая проходящая на расстоянии 20lgk дБ от логарифмической оси частот;

· если система астатическая (полином в знаменателе передаточной функции W(p) имеет нулевые корни), то в интервале частот 
[image: image44.wmf]1
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 проводится прямая с отрицательным наклоном –20v дБ/дек, где v – степень астатизма системы (число нулевых корней знаменателя передаточной функции), через точку с координатами (lg1, 20lgk), т.е. (0, 20lgk);
· если система с нулевыми нулями (полином в числителе передаточной функции W(p) имеет нулевые корни), то в интервале частот 
[image: image45.wmf]1

w

<

w

i

 проводится прямая с положительным наклоном +20λ деб/дек, где λ – число нулевых корней числителя передаточной функции, через точку с координатами (
[image: image46.wmf])
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3. После каждой сопрягающей частоты 
[image: image47.wmf]2
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 наклон ЛАЧХ L(ω) меняется в зависимости от того, какому звену принадлежит сопрягающая частота. В итоге получается асимптотическая ЛАЧХ в виде ломаной прямой.

4. При необходимости более точного построения точки ЛАЧХ в окрестностях точек излома корректируются значения L(ω) с использованием специальных таблиц поправок, приведённых в [1-5].

Примечание: ЛФЧХ строится так же, как и  ЧХ, но при этом используется логарифмический масштаб частот.

Пример построения ЛАЧХ статической САР

Дана передаточная функция статической системы:
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(4.2)

где k=10; Т1=0,1; Т2=0,5; Т3=0,05.

Построить асимптотическую ЛАЧХ для статической системы.

Для построения ЛАЧХ воспользуемся формой представления комплексного числа в соответствии с формулой Эйлера:
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(4.3)

где 
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Найдём частотную передаточную функцию:


[image: image53.wmf])

1

)(

1

(

)

1

(

)

(

3

2

1

w

+

w

+

w

+

=

w

jT

jT

jT

k

j

W




(4.4)

или с учётом (4.3)
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(4.5)

Тогда модуль частотной передаточной функции
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(4.6)

Отсюда имеем, что
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Определим сопрягающие частоты:
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Отложим значения частот на оси частот в логарифмическом масштабе, как показано на рисунке 4.1.
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Рисунок 4.1 – Пример ЛАЧХ статической САУ

Так как система статическая, то в интервале частот 
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 проводится горизонтальная прямая  на расстоянии 20lgk дБ от логарифмической оси частот
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(4.8)

до пересечения с ординатой, проходящей через частоту ω2 (точка А).

Так как частота ω2 принадлежит звену с отрицательным наклоном, то из точки А проводится прямая с наклоном –20дБ/дек до пересечения с ординатой через частоту ω1 (точка В). Наклон –20дБ/дек получается при соединении точек с координатами (0, 20lgk) и (1,0) на рисунке 4.1 линия 1.

Частота ω1 принадлежит звену с положительным наклоном 20дБ/дек, поэтому в интервале частот от ω1 до ω3 получим горизонтальную прямую (отрезок ВС). 

Частота ω3 принадлежит звену с отрицательным наклоном –20дБ/дек, поэтому L(ω) дальше пойдёт под наклоном 20дБ/дек из точки С.

Пример построения ЛАЧХ астатической САР

Дана передаточная функция астатической системы:
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(4.9)

где k=10; Т1=0,05; Т2=0,5.
Построить ЛАЧХ для астатической системы первого порядка.

Примечание: Формально степень астатизма САР определяется степенью переменной р в знаменателе передаточной функции. Так как в примере р в первой степени, значит рассматриваемая САР имеет астатизм первого порядка.

Аналогично предыдущему примеру найдём 
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(4.10)

Отсюда
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(4.11)

Тогда
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Определим сопрягающие частоты:


[image: image72.wmf]20

05

,

0

1

1

1

1

=

=

=

w

T

, 
[image: image73.wmf]3

,

1

lg

1

»

w

;

[image: image74.wmf]20

5

,

0

1

1

2

2

=

=

=

w

T

, 
[image: image75.wmf]3

,

0

lg

2

»

w

.
Отложим их на оси частот в логарифмическом масштабе, как показано на рисунке 4.2.
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Рисунок 4.2 – Пример ЛАЧХ для астатической САР

На участке частот 
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 проводим прямую с наклоном –20дБ/дек через точку с координатами (0; 20lgk). Масштаб наклона – 20деб/дек показан линией 1, так как 20lgk=20lgω, а значит lgω= lgk= lg10=1.

На участке частот (ω1;ω2) проводится прямая с наклоном –40 деб/дек, так как звено с частотой имеет отрицательный наклон –20 деб/дек. Масштаб наклона – 40деб/дек показан линией 2.

На участке частот (ω2;∞) L(ω) имеет наклон –20деб/дек, так как звено с частотой ω2 имеет положительный наклон +20деб/дек.

Пример построения ЛАЧХ САР с нулевыми корнями 
в числителе передаточной функции.

Дана передаточная функция:
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(4.13)

где k=10; Т1=0,05; Т2=0,5.
Найдём [image: image79.wmf])
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Отсюда

[image: image82.wmf];

1

1

)

(

2

2

2

2

1

2

T

T

k

j

W

w

w

w

w

+

+

=





(4.15)

Тогда
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Определим сопрягающие частоты:
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и отложим их на оси частот в логарифмическом масштабе (рис.4.3).

На участке частот ω < ω1 проводим прямую с наклоном +20деб/дек через точку с координатами (-1;0) до ординаты ω1 (точка А). Эти координаты находим исходя из уравнения: 

20lgk+20lg ω =0; или 20lgk= -20lg ω =0, отсюда lg ω= -lgk= lg[image: image86.wmf]k

1

.

Так как k=10, то имеем lg ω = -1.
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Рисунок 4.3 – Пример ЛАЧХ для САР с нулевыми корнями уравнения в числителе (λ =1).

На участке (ω; ω1) проводим прямую с нулевым наклоном (отрезок АВ), т.к. звено с частотой ω1 имеет положительный наклон +20деб/дек.

На участке (ω2;∞) L(ω) имеет наклон -20деб/дек , т.к. звено с частотой ω2 имеет отрицательный наклон -20деб/дек.

5 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ

1. Ознакомиться с частотными характеристиками САУ и её звеньев и методикой их построения.

2. Построить амплитудно-фазовую частотную характеристику по передаточным функциям, приведённым в табл.5.1 и значениям их параметров из табл.5.2 в соответствии с вариантом, заданным преподавателем.

Таблица 5.1 – Передаточные функции

	Номер передаточной
функции
	Передаточная функция

	I
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Продолжение таблицы 5.1
	Номер передаточной
функции
	Передаточная функция

	II
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	III
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	IV
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3. Построить одну из частотных характеристик (АЧХ, ФЧХ, ВЧХ, МЧХ), в соответствии с вариантом, заданным преподавателем.

4. Ознакомиться с логарифмическими частотными характеристиками и методикой их построения.

5. Построить ЛАЧХ в соответствии с заданным преподавателем вариантом по данным, приведённым в табл. 5.1 и 5.2. 

Таблица 5.2 – Параметры передаточной функции

	Номер варианта
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Номер W(p)
	I
	II
	III
	IV
	I
	II
	III
	IV
	I
	II
	III
	IV

	Тип ЧХ
	АЧХ
	ФЧХ
	ВЧХ
	МЧХ
	АЧХ
	ФЧХ
	ВЧХ
	МЧХ
	АЧХ
	ФЧХ
	ВЧХ
	МЧХ

	k
	10
	5
	2
	4
	1,5
	2
	2,5
	3
	0,2
	0,4
	0,6
	0,8

	Т1
	1
	0,1
	0,2
	0,5
	0,5
	0,1
	0,5
	0,1
	1
	2
	2,4
	5

	Т2
	2
	1
	0,1
	1
	2
	1
	5
	0,2
	0,5
	0,4
	3
	2

	Т3
	5
	2
	4
	2
	2
	1
	0,3
	3
	0,5
	0,4
	0,3
	2
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	1
	2
	-
	-
	2
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	-
	-
	2
	2
	-
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	m
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	1

	n
	-
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	-
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6. Оформить и защитить отчёт по лабораторной работе.

6 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. В чём достоинство частотных характеристик?

2. Что характеризует фазовая частотная характеристика?

3. Как получается частотная передаточная функция?

4. В чём состоит достоинство логарифмических частотных характеристик?

5. Как получается модуль частотной передаточной функции при построении ЛАЧХ?

6. Что такое декада?

7. В чём особенность построения ЛФЧХ?
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