
Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè

Èùåòñÿ òåìïåðàòóðà u(x, t) ïðè x ∈ [a; b], t > 0; êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîä-

íîñòè α, ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ òåïëà f . Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à:
u′t(x, t) =

(
α(x)u′x(x, t)

)′
x
+ f(x);

u
∣∣
x=a

= 0, u
∣∣
x=b

= 0;
u
∣∣
t=0

= u0(x).

Ñåòêà: h =
b− a
n

, xi = a+ i · h, i = 0, 1, . . . , n; x0 = a, xn = b; tk = k · τ ,

k = 0, 1, 2, . . .. Èùåì uik ≈ u(xi, tk).

ßâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà:
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2
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)
è fi = f(xi)).

Íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà:
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Â ìàòðè÷íîé ôîðìå, ñîîòâåòñòâåííî,

~uk+1 = ~uk + τ(Ah~uk + ~f) � ÿâíàÿ ñõåìà;

(E − τAh)~uk+1 = ~uk + τ ~f � íåÿâíàÿ ñõåìà.

Çäåñü ~f = (fi)
n
i=0, ~uk = (ui,k)

n
i=0 (èìåþòñÿ â âèäó ÷èñëîâûå ñòîëáöû), E �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è

Ah =
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
� ìàòðèöà ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà. Å¼ ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ñòðîêè îòâå÷àþò ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì Äèðèõëå; ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâûé è ïîñëåäíèé ýëåìåíòû ñòîëá-

öà ~f ñëåäóåò ïåðåîïðåäåëèòü: f0 = 0, fn = 0.
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Íåÿâíàÿ ñõåìà àáñîëþòíî óñòîé÷èâà, ò.å. ðàçíîñòíîå ðåøåíèå ñõîäèòñÿ ê èñòèí-
íîìó ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ øàãîâ h è τ íåçàâèñèìî îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè

(íàïðèìåð, ìîæíî çàäàòü è ïî êîîðäèíàòå, è ïî âðåìåíè îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî

óçëîâ). Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâíîé æå ñõåìû äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

τ <
h2

2 max
x

α(x)
.

Ýòî óñëîâèå äîâîëüíî îáðåìåíèòåëüíî, ò.ê. ðåçêî óâåëè÷èâàåò âðåìÿ âû÷èñëåíèé

ïî ñðàâíåíèþ ñ íåÿâíîé ñõåìîé (íåîáõîäèìîå äëÿ êîòîðîé ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé ñ òð¼õäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé òðåáóåò âðåìåíè òîãî æå ïîðÿäêà,

÷òî è óìíîæåíèå íà ýòó ìàòðèöó).

Â ðàáîòå òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ðåøåíèå ïî ÿâíîé è ïî íåÿâíîé ñõåìàì, îöåíèòü
ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûé äëÿ ÿâíîé ñõåìû øàã τ ïðè äàííîì h è, îòòàëêèâàÿñü
îò ýòîé îöåíêè, îïûòíûì ïóò¼ì ïîäîáðàòü ôàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå τ , ïðè êîòîðîì
òîëüêî íà÷èíàåò íàáëþäàòüñÿ íåóñòîé÷èâîñòü.

Îò÷¼ò äîëæåí ñîäåðæàòü (ïîìèìî ëèñòèíãîâ ∗.m-ôàéëîâ):
1) ãðàôèêè α(x), f(x) è u0(x) (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàäî ðàçäâèíóòü ãðàôèê ïî

âåðòèêàëè, èíà÷å åãî ãîðèçîíòàëüíûå ó÷àñòêè ñîëüþòñÿ ñ êðàÿìè îêíà);

2) òð¼õìåðíûå ãðàôèêè ðåøåíèÿ ïî íåÿâíîé è ÿâíîé ñõåìàì (íà ãðàôèêå ÿâ-

íîé ñõåìû äîëæíà íàáëþäàòüñÿ ñëàáàÿ íåóñòîé÷èâîñòü íà ôîíå ïðèìåðíî òîé æå

êàðòèíêè, ÷òî è äëÿ íåÿâíîé);

3) ìàêñèìóì α(x) (îöåíèâàåòñÿ ïî ãðàôèêó, ò.å. ïî èñïîëüçîâàííîìó äëÿ åãî ïî-

ñòðîåíèþ ìàññèâó) è âû÷èñëåííàÿ ïî íåìó òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ τ ;

4) ôàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå τ , ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü.

Ôàêòè÷åñêàÿ ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè äîëæíà îêàçàòüñÿ íåìíîãî âûøå, ÷åì òåî-
ðåòè÷åñêàÿ; ïîäáèðàåòñÿ îíà äàëåêî íå ñðàçó. Ñêàæåì, â ïðèâåä¼ííîì íèæå ïðè-
ìåðå îíà âûøå â 1.04366 ðàçà; ïðè ýòîì ïðåâûøåíèå ëèøü â 1.0436 ðàç âèäèìîé
íåóñòîé÷èâîñòè åù¼ íå äà¼ò, ïðåâûøåíèå æå â 1.0437 ðàç ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâî-
ñòè óæå êàòàñòðîôè÷åñêîé. Íà îò÷¼òíîì ãðàôèêå äîëæíû íàáëþäàòüñÿ ðåãóëÿð-
íîå ïîâåäåíèå òåìïåðàòóðû â íà÷àëå è çàìåòíûå îñöèëëÿöèè, õàðàêòåðèçóþùèå
íåóñòîé÷èâîñòü, â êîíöå.

Ðåêîìåíäàöèÿ ðàçáèâàòü îòðåçîê íà èìåííî 100 ÷àñòåé îáóñëîâëåíà íå ñòîëüêî
òåì, ÷òî ïðè áîëüøåì n ïîíàäîáèëîñü áû ñëèøêîì ìíîãî âðåìåíè äëÿ ÿâíîé ñõåìû

(ïðè ìàøèííîì ñ÷¼òå ýòî íå ñóùåñòâåííî), ñêîëüêî òåì, ÷òî ñëèøêîì ãóñòàÿ ñåòêà

íå áóäåò ñìîòðåòüñÿ íà ÷¼ðíî-áåëîé ðàñïå÷àòêå (ïî ýòîé æå ïðè÷èíå âûâîäèòü íà

ãðàôèê ñëåäóåò íå êàæäûé âðåìåííîé ñëîé, à ïðèìåðíî òàêîå æå èõ êîëè÷åñòâî,

ñêîëüêî åñòü êîîðäèíàòíûõ óçëîâ).
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Äåìîíñòðàöèîííûé ïðèìåð:

α(x) =
1

tg x
6 + 1

, f(x) =
1

x2 + 1
, u0(x) =

{
3 (x < 1);
1 (1 6 x < 2);
4 (x > 2).

x ∈ [0; 3], tmax = 9

Çàäàíèå ôóíêöèé:

alpha.m

function y=alpha(x)

y=1./(tan(x/6)+1);

f.m

function y=f(x)

y=1./(x.�2+1);

u0.m

function y=u0(x)

y=3*(x<1) + 1*(x>=1).*(x<2) + 4*(x>=2);

Ïîÿñíåíèå. Ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ TRUE è FALSE ïðåäñòàâëÿþòñÿ â Matlab
÷èñëàìè 1 è 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé
â àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèÿõ ïîçâîëÿåò çàäàâàòü ìíîãîâàðèàíòíûå ôóíêöèè

(ïðèìåíÿòü æå äëÿ ýòîé öåëè óñëîâíûé îïåðàòîð if êðàéíå íåâûãîäíî). Ñëåäó-

åò òîëüêî ñëåäèòü çà ñòðîãîñòüþ íåðàâåíñòâ äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàíòü ïîòåðþ
èëè äóáëèðîâàíèå òî÷åê.

Ñîçäàíèå ìàòðèöû ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà:

getah.m

function a=getah(x)

% Ñîñòàâëÿåì áàçîâóþ ìàòðèöó ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà

h=x(2)-x(1);

% Ïîáî÷íûå äèàãîíàëè:

d1=alpha(x-h/2)/h�2; d1(1)=[ ];

% Ãëàâíàÿ äèàãîíàëü:

d0= - [0, d1] - [d1, 0];

% Ñîçäà¼ì òð¼õäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó:

a=diag(d0) + diag(d1, 1) + diag(d1, -1);

% Êîððåêòèðóåì ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ ñòðîêè ïîä çàäà÷ó Äèðèõëå:

[n,m]=size(a);

a(1,1)=1; a(1,2)=0; a(n,m)=1; a(n,m-1)=0;
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Ïîÿñíåíèÿ. Êîìàíäà d1(1)=[ ] óäàëÿåò èç ÷èñëîâîé ñòðîêè d1 ïåðâûé ýëå-

ìåíò (îòâå÷àâøèé íåèñïîëüçóåìîìó óçëó x−1/2). Âûðàæåíèÿ [0,d1] è [d1,0]

äîáàâëÿþò ê ñòðîêå íóëåâîé ýëåìåíò ñëåâà è ñïðàâà. Âòîðîé àðãóìåíò êîìàíäû
diag óêàçûâàåò, ñ êàêèì ñìåùåíèåì îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè äîëæíà
áûòü âñòàâëåíà ñòðîêà â ìàòðèöó.

Ñòàðòîâûé ñöåíàðèé (çàäàíèå ïàðàìåòðîâ, âûâîä ãðàôèêîâ ôóíêöèé è ñîçäà-

íèå ìàòðèöû îïåðàòîðà):

wb.m

format short g

a=0, b=3, tmax=9

n=100; % ê-âî îòðåçêîâ ïî t (äëÿ âûâîäà) è ïî x

h=(b-a)/n; x=a:h:b;

% Íóæíî äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî tau â ÿâíîé çàäà÷å:

amax=max(alpha(x)) % (ó íàñ alpha>0)

plot(x, alpha(x)), grid on

title(sprintf('\\alpha(x): max=%1.5g', amax)), pause;

print('-dpng', 'gr_alpha')

plot(x, f(x)), grid on

title('f(x)'), pause;

print('-dpng', 'gr_f')

% Ïðè âûâîäå ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè íàäî íåìíîãî ðàñøèðèòü

% âåðòèêàëüíûå ãðàíèöû ãðàôèêà:

umin=min(u0(x)); umax=max(u0(x));

uming=umin-(umax-umin)/20; umaxg=umax+(umax-umin)/20;

plot(x, u0(x)), grid on

ylim([uming, umaxg]) % - çàäàíèå âåðòèêàëüíûõ ãðàíèö

title('u_0(x)')

print('-dpng', 'gr_u0')

% Ñîçäà¼ì ìàòðèöó ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà:

ah=getah(x);

Ïîÿñíåíèå. Ïðè âûâîäå â çàãîëîâîê ãðàôèêà ñèìâîë ïîä÷¼ðêèâàíèÿ îçíà÷àåò
ïåðåõîä ê íèæíåìó èíäåêñó; êîìáèíàöèÿ \\alpha âûâîäèò ãðå÷åñêóþ áóêâó α.
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Ñöåíàðèé, ðåàëèçóþùèé íåÿâíóþ ñõåìó:

w_im.m

tau=tmax/n

t=0; tt=t; % - ìàññèâ âðåì¼í äëÿ ãðàôèêà

ff=f(x)';

ff(1)=0; ff(n+1)=0; % - äëÿ ïîääåðæàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

u=u0(x)';

u(1)=0; u(n+1)=0; % - ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â íà÷. ìîìåíò

uu=u; % - äëÿ íàêîïëåíèÿ ìàññèâà òåìïåðàòóð

for i=1:n
t=t+tau;

u=(eye(n+1) - tau*ah) \ (u+tau*ff);

uu=[uu, u];

tt=[tt, t];
end

[xu, tu]=meshgrid(x, tt);

mesh(tt,x, uu)

title(sprintf('Implicit (x: %d; t: %d) tau=%1.5g', n,n,tau))

print('-dpng', 'gr_imp')

Ïîÿñíåíèÿ. Àïîñòðîôû ïðè çàäàíèè ff è u â íà÷àëå ñöåíàðèÿ îçíà÷àþò

òðàíñïîíèðîâàíèå (ìàññèâ x � ýòî ñòðîêà, à íàì íóæíû ñòîëáöû). Ôóíêöèÿ

eye âîçâðàùàåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó; ñèìâîë \ îçíà÷àåò äåëåíèå íà ìàòðèöó

ñëåâà (ò.å. óìíîæåíèå íà îáðàòíóþ). Âíóòðè öèêëà íàêàïëèâàþòñÿ äâóìåðíûé

ìàññèâ uu òåìïåðàòóð è îäíîìåðíûé tt âðåìåíí�ûõ óçëîâ (ïîñëåäíèé íóæåí

òîëüêî äëÿ îöèôðîâêè âðåìåíí�îé îñè íà ãðàôèêå).
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Ñöåíàðèé, ðåàëèçóþùèé ÿâíóþ ñõåìó:

w_ex.m

taumax=h�2/(2*amax) % - òåîð. ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè

tau=taumax*1.04366;

t=0; tt=t; % - ìàññèâ âðåì¼í äëÿ ãðàôèêà

nt=round(tmax/tau); % - êîëè÷åñòâî øàãîâ ïî âðåìåíè

dt=round(nt/n); % - ÷åðåç ñêîëüêî øàãîâ âûâîäèòü

ff=f(x)';

ff(1)=0; ff(n+1)=0; % - äëÿ ïîääåðæàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñë.

u=u0(x)';

u(1)=0; u(n+1)=0; % - ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â íà÷. ìîìåíò

uu=u; % - äëÿ íàêîïëåíèÿ òåìïåðàòóð

for i=1:nt
t=t+tau;

u=u + tau*(ah*u + ff);

if mod(i,dt)==0

uu=[uu, u];

tt=[tt, t];
end

end

[xu, tu]=meshgrid(x, tt);

mesh(tt,x, uu)

title(sprintf('Explicit (x: %d; t: %d) tau=%1.5g', n,n,tau))

print('-dpng', '_exp')

Ïîÿñíåíèå. Âíóòðè öèêëà ìàññèâ òåìïåðàòóð, âûâîäèìûé çàòåì íà òð¼õìåð-

íûé ãðàôèê, íàêàïëèâàåòñÿ íå äëÿ âñåõ âðåìåíí�ûõ ñëî¼â (èõ â ÿâíîé ñõåìå ñëèø-

êîì ìíîãî), à òîëüêî ÷åðåç êàæäûå dt øàãîâ.

Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû çàïóñêà ýòèõ òð¼õ ñöåíàðèåâ.
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Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è íà÷àëüíîå óñëîâèå:
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Ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òà ïî íåÿâíîé ñõåìå:

Ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òà ïî ÿâíîé ñõåìå:

Âèäíî, ÷òî ãäå-òî îêîëî t = 4 íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ ÷èñëåííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü

íà ïðàâîì êðàþ ãðàôèêà (â îêðåñòíîñòè x = 0 � òàì, ãäå α(x) ìàêñèìàëüíà).
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