
Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

Çàäà÷à Äèðèõëå:

{
−
(
α(x) y′(x)

)′
+ p(x) y(x) = f(x)

y(a) = 0, y(b) = 0.

Çàäà÷à Íåéìàíà:

{
−
(
α(x) y′(x)

)′
+ p(x) y(x) = f(x)

y′(a) = 0, y′(b) = 0.

Ñåòêà: h =
b− a
n

, xi = a+ i · h, x0 = a, xn = b. Èùåì yi ≈ y(xi).

Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîäíûõ:

y′(xi+ 1
2
) =

y(xi+1)− y(xi)

h
+O(h2), y′(xi− 1

2
) =

y(xi)− y(xi−1)

h
+O(h2),

(
α(x) y′(x)

)′∣∣
x=xi

=
α(xi+ 1

2
) y′(xi+ 1

2
)− α(xi− 1

2
) y′(xi− 1

2
)

h
+O(h2) =

=
α(xi+ 1

2
)
(
y(xi+1)− y(xi)

)
− α(xi− 1

2
)
(
y(xi − yi−1

)
h2

+O(h2)

(ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî è íà ïîñëåäíåì øàãå îöåíêà O(h2) êîððåêòíà).

Çàìåíÿÿ â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè òî÷íûå ïðîèçâîäíûå êîíå÷íîðàç-

íîñòíûìè, ïîëó÷èì äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ (n− 1) ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ

(n+ 1) íåèçâåñòíûõ yi:

−
αi− 1

2

h2
yi−1 +

αi− 1
2

+ αi+ 1
2

h2
yi −

αi+ 1
2

h2
yi+1 + pi yi = fi, i = 1, 2, . . . , n− 1

(ïîäðàçóìåâàåòñÿ αi± 1
2

= α(xi± 1
2
) = α

(
xi ±

h

2

)
, pi = p(xi) è fi = f(xi)).

Íåäîñòàþùèå äâà êðàéíèõ óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â

ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå ýòî ïðîñòî óðàâíåíèÿ y0 = 0 è yn = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê
ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0(
−
α 1

2

h2

) (
α 1

2
+ α 3

2

h2
+ p1

) (
−
α 3

2

h2

)
0 0 . . . 0 0 f1

0

(
−
α 3

2

h2

) (
α 3

2
+ α 5

2

h2
+ p2

) (
−
α 5

2

h2

)
0 . . . 0 0 f2

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 1 0


Ìàòðèöà ñèñòåìû òð¼õäèàãîíàëüíà, ïîýòîìó ñèñòåìà ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ ìå-

òîäîì ïðîãîíêè (â äàííîì ñëó÷àå ïîä íèì ïîíèìàåòñÿ îáû÷íûé ìåòîä Ãàóññà ñ

îáðàòíûì õîäîì è áåç ïåðåñòàíîâêè ñòðîê èëè ñòîëáöîâ) � òðåáóåòñÿ ëèøü O(n)

îïåðàöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ O(n3) â îáùåì ñëó÷àå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê

1



òî÷íîñòè òàêîé ñõåìû òîò æå, ÷òî è ó ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ò.å. ÷òî ïîãðåø-

íîñòü ðåøåíèÿ òàêæå îöåíèâàåòñÿ êàê O(h2).

Ñ çàäà÷åé Íåéìàíà äåëî îáñòîèò íåñêîëüêî ñëîæíåå. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá àï-
ïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé � ýòî çàìåíà ïðîèçâîäíûõ â íèõ íà äâóõòî÷å÷-
íûå êîíå÷íîðàçíîñòíûå:

y′(x0) =
y(x1)− y(x0)

h
+O(h), y′(xn) =

y(xn)− y(xn−1)

h
+O(h).

Ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
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
Ìàòðèöà ïî-ïðåæíåìó òð¼õäèàãîíàëüíà, îäíàêî âûñîêîé òî÷íîñòè ýòà ñõåìà íå

äà¼ò � ïîðÿäîê ó íå¼ âñåãî ëèøü ïåðâûé (ïîãðåøíîñòü O(h), ñ êîòîðûìè îöåíè-

âàëèñü ïðîèçâîäíûå íà ãðàíèöàõ, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ðåøåíèå â öåëîì. Äëÿ
ñîõðàíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà êîíöàõ òð¼õòî÷å÷-
íûå ðàçíîñòíûå ïðîèçâîäíûå

y′(x0)=
−y(x2)+4y(x1)−3y(x0)

2h
+O(h2), y′(xn)=

3y(xn)−4y(xn−1)+y(xn−2))

2h
+O(h2).

Ñîîòâåòñòâåííî, ñèñòåìà ïðèìåò âèä
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0

(
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α 3

2
+ α 5
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h2
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
Òð¼õäèàãîíàëüíîñòü ôîðìàëüíî òåðÿåòñÿ, íî ýòî íå èìååò çíà÷åíèÿ � äîáàâëÿåòñÿ

ëèøü íåñêîëüêî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â êîíöå ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà ïðîãîíêè

è íåñêîëüêî â êîíöå îáðàòíîãî.

Åñòü è äðóãîé ñïîñîá îáåñïå÷èòü âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà,

îñíîâàííûé íà äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóåìîé èäåå � ââåäåíèè ôèêòèâíûõ óçëîâ.

Äîáàâèì óçëû x−1, x− 1
2

ñëåâà, xn+ 1
2
, xn+1 ñïðàâà è ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ äëÿ

i = 0 è äëÿ i = n òî÷íî òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ:

−
α− 1

2

h2
y−1 +

α− 1
2

+ α 1
2

h2
y0 −

α 1
2

h2
y1 + p0 y0 = f0,
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−
αn− 1

2

h2
yn−1 +

αn− 1
2

+ αn+ 1
2

h2
yn −

αn+ 1
2

h2
yn+1 + pn yn = fn.

Òåïåðü äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ñèììåòðè÷íóþ ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ:

y′(x0) =
y(x1)− y(x−1)

2h
+O(h2) = 0, y′(xn) =

y(xn+1)− y(xn−1)

2h
+O(h2) = 0.

Ïîýòîìó ïîëàãàåì y−1 = y1 è yn+1 = yn−1, à çàîäíî è α− 1
2

= α 1
2
, αn+ 1

2
= αn− 1

2
;

óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

2α 1
2

h2
y0 −

2α 1
2

h2
y1 + p0 y0 = f0, −

2αn− 1
2

h2
yn−1 +

2αn− 1
2

h2
yn + pn yn = fn.

Åñëè ïåðåä äîáàâëåíèåì â ñèñòåìó ðàçäåëèòü êàæäîå èç íèõ íà äâà, òî ìàòðèöà
ñèñòåìû îêàæåòñÿ íå òîëüêî òð¼õäèàãîíàëüíîé, íî è ñèììåòðè÷íîé:
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
Ýòà æå ñõåìà, ïðè÷¼ì ñðàçó â ñèììåòðè÷íîì âàðèàíòå, ïîëó÷àåòñÿ ïðè èñïîëü-

çîâàíèè âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ñëåäóþùåì. Ðåøåíèå êðàåâîé

çàäà÷è ðàâíîñèëüíî ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

Φ[y] =

b∫
a

(1

2
α(x)

(
y′(x)

)2
+

1

2
p(x) y2(x)− f(x) y(x)

)
dx

íà âñåõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ; â ñëó÷àå çàäà÷è Íåéìàíà íèêàêèõ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé íà ôóíêöèè ïðè ýòîì íå íàêëàäûâàåòñÿ. Åñëè çàìåíèòü èíòåãðàë îò

ïåðâîãî ñëàãàåìîãî íà êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îò

äâóõ ïîñëåäíèõ � íà ôîðìóëó òðàïåöèé è ïðèðàâíÿòü íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå ïîëó÷åííîé ñóììû ïî âñåì óçëîâûì çíà÷åíèÿì yi, òî ïîëó÷èòñÿ èìåííî òàêàÿ
ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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Â ðàáîòå òðåáóåòñÿ:

• ðåøèòü êðàåâûå çàäà÷è ïî êàæäîé èç ÷åòûð¼õ ñõåì (çàäà÷ó Äèðèõëå ïî

ñòàíäàðòíîé ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäà÷ó Íåéìàíà ïî ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà è
ïî äâóì ñõåìàì âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè: ñ èñïîëüçîâàíèåì òð¼õòî÷å÷íûõ ïðî-

èçâîäíûõ íà êðàÿõ è ñ èñïîëüçîâàíèåì ôèêòèâíûõ óçëîâ);

• âû÷èñëåíèÿ ïî êàæäîé ñõåìå ïðîâîäèòü ïî 100, 200 è 400 óçëàì;

• îöåíèòü ïîãðåøíîñòè äëÿ 200 è äëÿ 400 óçëîâ ïî ïðàâèëó Ðóíãå â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ñõåìû (âû÷èñëèòü ìàññèâû ïîãðåøíîñòåé è íàéäÿ

ìàêñèìóìû èõ ìîäóëåé);
• ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ïîðÿäêà òî÷íîñòè, âû÷èñëèâ îòíîøåíèå ìàêñèìóìà

ìîäóëåé ïîãðåøíîñòåé äëÿ 200 óçëîâ ê ìàêñèìóìó äëÿ 400 óçëîâ.

Îò÷¼ò äîëæåí ñîäåðæàòü:
• ïîñòàíîâêó çàäà÷è;

• âñå ÷åòûðå ñõåìû (äîñòàòî÷íî âûïèñàòü òðè óðàâíåíèÿ íà êàæäóþ: ïî îäíîìó

äëÿ êðà¼â ïðîìåæóòêà è îáùåå óðàâíåíèå äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ);

• ãðàôèêè êîýôôèöèåíòîâ α(x), p(x) è f(x);

• äëÿ êàæäîé ñõåìû: îáùèé ãðàôèê ðåøåíèé äëÿ 100, 200, 400 óçëîâ è îáùèé

ãðàôèê ïîãðåøíîñòåé äëÿ 200 è 400 óçëîâ;
• äëÿ êàæäîé ñõåìû: ìàêñèìóìû ìîäóëåé ïîãðåøíîñòåé äëÿ 200 è äëÿ 400

óçëîâ, à òàêæå îòíîøåíèå ìåæäó íèìè (â ôîðìàòå short g).

Ãðàôèêè òð¼õ ðåøåíèé äîëæíû ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïåðåêðûâàòü äðóã

äðóãà, çà èñêëþ÷åíèåì ñõåìû çàäà÷è Íåéìàíà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ãäå îáû÷íî íà-

áëþäàþòñÿ ñëàáûå, íî çàìåòíûå ðàñõîæäåíèÿ (èíîãäà �- ëèøü åëå çàìåòíûå íà

êðàÿõ).

Îòíîøåíèÿ ìàêñèìóìîâ äîëæíû ðàâíÿòüñÿ äâóì äëÿ ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà

òî÷íîñòè è ÷åòûð¼ì äëÿ ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà � íî, ðàçóìååòñÿ, ëèøü ïðèáëè-

æ¼ííî, ïðè÷¼ì â íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ ýòè ïðèáëèæåíèÿ âåñüìà ãðóáû (â òåõ, ãäå

ñëèøêîì êðóòî èçìåíÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû). Òåì íå ìåíåå: åñëè, äîïóñòèì, ýòî

îòíîøåíèå îêàçàëîñü ðàâíûì 3.45, òî ýòî ÿâíî âòîðîé ïîðÿäîê, à åñëè 2.31 � ÿâíî

ïåðâûé. Êàê ïðàâèëî, âû÷èñëåíèÿ ïî ÷åòâ¼ðòîé ñõåìå òî÷íåå, ÷åì ïî òðåòüåé, íî
ïîðÿäîê òî÷íîñòè � òîò æå.

Â àðõèâå DEMO_1.rar ñîäåðæàòñÿ ðàáî÷èå m-ôàéëû äëÿ äåìîíñòðàöèîííîãî

âàðèàíòà (â ïîäêàòàëîãå DEMO_1\PNG\ � ãðàôèêè ðåçóëüòàòîâ):

• alpha.m, p.m, f.m � ôóíêöèè α(x), p(x) f(x), îòâå÷àþùèå óðàâíåíèþ

−
(

1
tg x

6+1 y
′(x)

)′
+ ln

(
1+e−(x−1)

2)
y(x) = 1

x2+1
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• getah.m � ñîçäàíèå áàçîâîãî âàðèàíòà òð¼õäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàç-

íîñòíîãî îïåðàòîðà. Çàòåì äëÿ êàæäîé ñõåìû ïðèõîäèòñÿ ïåðåîïðåäåëÿòü ïåðâóþ

è ïîñëåäíþþ ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû (äëÿ ñõåìû ñ ôèêòèâíûìè óçëàìè êîððåêòè-

ðóþòñÿ òîëüêî äâà êðàéíèõ ýëåìåíòà ãëàâíîé äèàãîíàëè; ìîæíî áûëî áû äåëàòü

ýòî íåïîñðåäñòâåííî â ýòîé ïðîöåäóðå, íî íå õîòåëîñü å¼ çàãðîìîæäàòü). Èñïîëü-

çîâàííàÿ çäåñü ìàòëàáîâñêàÿ êîìàíäà âèäà A=diag(b,k) ðàáîòàåò ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ñîçäà¼òñÿ ìàòðèöà A, ó êîòîðîé äèàãîíàëü, ñìåù¼ííàÿ íà k ïîçèöèé

îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé, çàïîëíåíà ýëåìåíòàìè âåêòîðà b, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåí-

òû ðàâíû íóëþ. Êñòàòè, ýòà æå ôóíêöèÿ ðàáîòàåò è â îáðàòíóþ ñòîðîíó: êîìàíäà

b=diag(A,k) âûðåçàåò äèàãîíàëü èç ìàòðèöû.

• wb.m � ñòàðòîâûé ôàéë: óñòàíîâêà ôîðìàòà âûâîäà ðåçóëüòàòîâ, çàäàíèå

ãðàíèö ïðîìåæóòêà ([0; 3] äëÿ äåìîíñòðàöèîííîãî âàðèàíòà) è íà÷àëüíîãî n, âû-

âîä ãðàôèêîâ êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ëåâûé êîíåö ïðî-
ìåæóòêà âî âñåõ âàðèàíòàõ � íîëü, íî äëÿ êðàñîòû îí îïðåäåëÿåòñÿ êàê a = 0.

• wd.m � ðàñ÷¼ò çàäà÷è Äèðèõëå

• wn.m � ðàñ÷¼ò çàäà÷è Íåéìàíà, 1-é ïîðÿäîê òî÷íîñòè

• wn2.m � ðàñ÷¼ò çàäà÷è Íåéìàíà, òð¼õòî÷å÷íûå ïðîèçâîäíûå íà êðàÿõ

• wns.m � ðàñ÷¼ò çàäà÷è Íåéìàíà, ñõåìà ñ ôèêòèâíûìè óçëàìè

Â ðàáîòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðåøàþòñÿ ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå � óìíî-

æåíèåì íà îáðàòíóþ ìàòðèöó. Ýòî íåýôôåêòèâíî, ò.ê. òð¼õäèàãîíàëüíîñòü èñ-

õîäíîé ìàòðèöû ôàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ. Â Matlab åñòü ñðåäñòâà ðàáîòû

ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè, íî èõ ïðèìåíåíèå ëèøü çàòåìíèëî áû ëîãèêó ïðî-

ãðàììû; ýôôåêòèâíîñòü æå äëÿ ó÷åáíîé ðàáîòû íåïðèíöèïèàëüíà.
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