
Пример выполнения 
задания



Условие

Рассмотрим гильбертово пространство квадратично интегрируемых функций на 

отрезке 0,1 , то есть 𝐿2 0,1 со скалярным произведением 𝑢, 𝑣 = 
0

1
𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥. 

Пусть оператор 𝐴 действует по правилу

𝐴𝑢 = −
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑝 𝑥 𝑢, 𝑝 𝑥 ≥ 0, 𝑝 𝑥 ≢ 0 𝑥 ∈ 0,1 ,

на подмножестве 𝐷𝐴 дважды непрерывно дифференцируемых функций на отрезке 

0,1 , удовлетворяющих граничным условиям 

𝑢 0 = 𝑢 1 = 0.

Задание

Проверьте, является ли оператор 𝐴 : 1) симметричным, 2) положительным, 3)

положительно определенным



1) Проверим, является ли оператор 𝐴 симметричным то есть выполняется ли 

𝐴𝑢, 𝑣 = 𝑢, 𝐴𝑣 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷𝐴

Решение



𝐴𝑢, 𝑣 = න

0

1

−𝑢′′ + 𝑝𝑢 ҧ𝑣 𝑑𝑥 =

𝑓 = ҧ𝑣

𝑑𝑔 = −𝑢′′𝑑𝑥

⇒ 𝑔 = −𝑢′

= ቚ− ҧ𝑣𝑢′
0

1
+න

0

1

𝑢′ ҧ𝑣′ 𝑑𝑥
න

𝑎

𝑏

𝑓𝑑𝑔 = ቚ𝑓𝑔
𝑎

𝑏
− න

𝑎

𝑏

𝑔𝑑𝑓

ቚ− ҧ𝑣𝑢′
0

1
= =

𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷𝐴
𝑣 0 = 0 ⇒ ҧ𝑣 0 = 0,
𝑣 1 = 0 ⇒ ҧ𝑣 1 = 0.

= 0

= න

0

1

𝑢′ ҧ𝑣′ 𝑑𝑥

=

=
𝑓 = ҧ𝑣′

𝑑𝑔 = 𝑢′𝑑𝑥
⇒ 𝑔 = 𝑢

= ቚҧ𝑣′𝑢
0

1
−න

0

1

𝑢 ҧ𝑣′′ 𝑑𝑥

ቚҧ𝑣′𝑢
0

1
= =

𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷𝐴
𝑢 0 = 0,
𝑢 1 = 0.

= 0 = −න

0

1

𝑢 ҧ𝑣′′ 𝑑𝑥

= න

0

1

𝑢(− ҧ𝑣
′′
+ 𝑝 ҧ𝑣) 𝑑𝑥

=

= 𝑢, 𝐴𝑣

≡ 0

⇒ 𝐴𝑢, 𝑣 = 𝑢, 𝐴𝑣

= න

0

1

−𝑢′′ ҧ𝑣 𝑑𝑥 + න

0

1

𝑝𝑢 ҧ𝑣 𝑑𝑥

+න

0

1

𝑝𝑢 ҧ𝑣 𝑑𝑥 =

+න

0

1

𝑝𝑢 ҧ𝑣 𝑑𝑥 +න

0

1

𝑝𝑢 ҧ𝑣 𝑑𝑥

− ҧ𝑣 1 𝑢′ 1 + ҧ𝑣 0 𝑢′ 0

ҧ𝑣′ 1 𝑢 1 − ҧ𝑣′ 0 𝑢 0 +න

0

1

𝑝𝑢 ҧ𝑣 𝑑𝑥 =

≡ 0

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷𝐴

⇒ 𝐴 симметричный



2) Проверим, является ли симметричный оператор 𝐴 положительным. 

По определению симметричный оператор 𝐴 в гильбертовом пространстве 𝐻
называется положительным, если ∀𝑢 ∈ 𝐷𝐴 имеет место 𝐴𝑢, 𝑢 ≥ 0, причем 
𝐴𝑢, 𝑢 = 0 только если 𝑢 = 0𝐻.

Проверим, выполняется ли 𝐴𝑢, 𝑢 ≥ 0 и следует ли из 𝐴𝑢, 𝑢 = 0 что 𝑢 = 0𝐻



𝐴𝑢, 𝑢 = න

0

1

−𝑢′′ + 𝑝𝑢 ത𝑢 𝑑𝑥 =

𝑓 = ത𝑢

𝑑𝑔 = −𝑢′′𝑑𝑥

⇒ 𝑔 = −𝑢′

= ቚ−ത𝑢𝑢′
0

1
+න

0

1

𝑢′ ത𝑢′ 𝑑𝑥න

𝑎

𝑏

𝑓𝑑𝑔 = ቚ𝑓𝑔
𝑎

𝑏
− න

𝑎

𝑏

𝑔𝑑𝑓

ቚ−ത𝑢𝑢′
0

1
= =

𝑢 ∈ 𝐷𝐴
𝑢 0 = 0 ⇒ ത𝑢 0 = 0,
𝑢 1 = 0 ⇒ ത𝑢 1 = 0.

= 0

= න

0

1

𝑢′ ത𝑢′ 𝑑𝑥

=

= න

0

1

𝑢′ 2 𝑑𝑥 ≥ 0

⇒ оператор 𝐴 – положительный

= න

0

1

−𝑢′′ ത𝑢 𝑑𝑥 +න

0

1

𝑝𝑢ത𝑢 𝑑𝑥

+න

0

1

𝑝 𝑢 2 𝑑𝑥

−ത𝑢 1 𝑢′ 1 + ത𝑢 0 𝑢′ 0

≡ 0

=

+න

0

1

𝑝 𝑢 2 𝑑𝑥 +න

0

1

𝑝 𝑢 2 𝑑𝑥 = න

0

1

𝑢′ 2 + 𝑝 𝑢 2 𝑑𝑥

න

0

1

𝑢′ 2 + 𝑝 𝑢 2 𝑑𝑥 = 0 ⇒ 𝑢′ 2 + 𝑝 𝑢 2 ≡ 0

∀𝑢 ∈ 𝐷𝐴

≥ 0 ≥ 0

⇒ 𝑢 ≡ 0

𝑢′ = 0 ⇒ 𝑢 ≡ 𝐶
𝑢 ∈ 𝐷𝐴 ⇒ 𝑢 0 = 𝑢 1 = 0⇒ 𝐶 ≡ 0



3) Проверим, является ли положительный оператор 𝐴 строго положительным. 

По определению положительный оператор 𝐴 называется строго 
положительным, если ∀𝑢 ∈ 𝐷𝐴 имеет место 𝐴𝑢, 𝑢 ≥ 𝛾 𝑢, 𝑢 , 𝛾 > 0.

Проверим, выполняется ли 𝐴𝑢, 𝑢 ≥ 𝛾 𝑢, 𝑢 .



При проверке положительности 𝐴 показано 𝐴𝑢, 𝑢 = න

0

1

𝑢′ 2 + 𝑝 𝑢 2 𝑑𝑥

𝑢, 𝑢 = න

0

1

𝑢 (𝑥) 2 𝑑𝑥

𝑢 𝑥 − 𝑢 0 = න

0

𝑥

𝑢′ 𝑠 𝑑𝑠 ⟹ 𝑢 𝑥 = න

0

𝑥

𝑢′ 𝑠 𝑑𝑠
𝑢 ∈ 𝐷𝐴

Сформулируем оценку сверху для 𝑢 (𝑥) 2 с помощью 0
1
𝑢′ 𝑥 2𝑑𝑥

⟹ 𝑢 𝑥 = න

0

𝑥

𝑢′ 𝑠 𝑑𝑠 ≤ න

0

𝑥

𝑢′(𝑠) 𝑑𝑠 ⟹ 𝑢 2 ≤ න

0

𝑥

𝑢′ 𝑠 𝑑𝑠

2

=

= න

0

𝑥

1 ∙ 𝑢′(𝑠) 𝑑𝑠

2

≤ න

0

𝑥

1 2𝑑𝑠 ∙ න

0

𝑥

𝑢′ 𝑠 2𝑑𝑠

Неравенство Коши-Буняковского

= 𝑥න

0

𝑥

𝑢′ 𝑠 2𝑑𝑠 ≤ 𝑥න

0

1

𝑢′ 2𝑑𝑥



𝑢 2 ≤ 𝑥න

0

1

𝑢′ 2𝑑𝑥

≡ 2 𝑢, 𝑢

≤ න

0

1

𝑥 න

0

1

𝑢′ 2𝑑𝑠 𝑑𝑥

≡ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡

= න

0

1

𝑢′ 2𝑑𝑠 ∙ න

0

1

𝑥𝑑𝑥 =
1

2
න

0

1

𝑢′ 2𝑑𝑠

Только что мы показали, что

⇒ оператор 𝐴 строго положительный 

𝐴𝑢, 𝑢 = න

0

1

𝑢′ 2 + 𝑝 𝑢 2 𝑑𝑥⇒ න

0

1

𝑢′ 2𝑑𝑠 ≥ 2න

0

1

𝑢 2 𝑑𝑥 = න

0

1

𝑢′ 2 𝑑𝑥 +න

0

1

𝑝 𝑢 2𝑑𝑥

≥ 2න

0

1

𝑢 2 𝑑𝑥

≥ 0

≥ 2න

0

1

𝑢 2 𝑑𝑥 + න

0

1

𝑝 𝑢 2𝑑𝑥

≥

𝑢, 𝑢 = න

0

1

𝑢 2 𝑑𝑥

⇒ 𝐴𝑢, 𝑢 ≥ 2 𝑢, 𝑢


