
Индивидуальное задание по ТУМЗ 

 

1. логические графы систематизации и классификации математических 

понятий, методов и приемов, категорий 

2. Блок-схемы реализации решения задач 

3. Решение задач несколькими методами 

4. Задачи с повышающейся сложностью 

5. Адаптация задач высшей математики к школе. 

  



Логический граф классификации подходов к вычислению 

неопределенного интеграла (Рис. 3.2). 

 
Рисунок 3.2 – Логический граф классификации подходов к вычислению 

неопределенного интеграла  

 

 

 
Рисунок 4.4 – Логический граф классификации приемов интегрирования 

иррациональной функции с использованием метода замены переменной 
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При изучении пространств суммируемых по Лебегу функций студенты 

знакомятся с новыми видами сходимости функциональных 

последовательностей. Большое внимание уделяется соотношениям и 

взаимозависимостям между различными видами сходимости 

функциональных последовательностей. Студенты заканчивают изучение 

данной темы составлением логического блока классификации зависимостей 

между различными видами сходимости (Рис. 4.11). 

 
Рисунок 4.11 – Логический граф классификации зависимостей между 

различными видами сходимости функциональных последовательностей 

 

  



 
Рисунок 4.5 – Блок схема интегрирования дифференциального бинома 



 
Рисунок 3.3 – Блок схема неопределенного интегрирования рациональной 

дроби 



 
Рисунок 4.10 – Блок-схема разложения функции в ряд Лорана 

 



 
 

  



Приведем пример построения эвристической беседы при решении 

проблемной задачи выбора оптимального метода вычисления 

неопределенного интеграла 
3sin

dx

x . 

Преподаватель (П). Какие методы неопределенного интегрирования 

Вы знаете? 

Студент (С). Мне известны три метода: табличный (или сведение к 

табличному интегралу), метод интегрирования по частям и замена 

переменной. 

П. Проанализируйте возможности указанных методов для вычисления 

данного интеграла. 

С. Этот интеграл не является табличным и нет простейших 

преобразований, сводящих его к табличному. Интегрирование по частям 

также вряд ли применимо к данному примеру, так как подынтегральное 

выражение не подходит ни под один из трех вариантов применения данного 

метода. Остается метод замены переменной. Так как вариантов замены 

может быть несколько, то, возможно, какой-то из них приведет к цели. 

П. На что будем ориентироваться при выборе варианта подстановки? 

С. На вид подынтегральной функции. 

П. Каков вид подынтегральной функции? 

С. Это тригонометрическая функция. На лекции рассматривался класс 

тригонометрических функций, в которых sin x  входит как множитель в 

подынтегральную функцию в нечетной степени. В этом случае 

целесообразно один синус отделить как множитель и внести его под знак 

дифференциала, чтобы совершить замену cos x t . 

П. Давайте попробуем отделить один синус. 

С. Получаем 
1

3 2

1 sin

sin sin

x

x x



 . 

П. И внесем его под знак дифференциала. 

С. Да, но мы не можем воспользоваться формулой sin cosxdx d x  . 

Синус в отрицательной степени! 

П. Какой же вывод Вы можете сделать? Данный подход невозможен? 

Или все-таки попробуем воспользоваться предложенной Вами формулой?  

С. Как вариант, можно домножить числитель на синус. 

П. Но, чтобы переход был равносильным, надо… 

С. Домножить и знаменатель. Имеем 
3 4

1 sin

sin sin

x

x x
 . Теперь можно 

совершить запланированную замену на косинус. 

П. А что делать со знаменателем? 

С. Это легко. Перейдем от синуса к косинусу, воспользовавшись 

тригонометрической формулой 2 2sin 1 cosx x  . 

П. Давайте оформим замену. Что же получается в результате? 

С. Цепочка преобразований:  



   
2 23 4 2 2

замена
sin cos

cos ,
sin sin 1 cos 1

sin cos

dx xdx d x dt
x t

x x x t
xdx d x dt

 
 

       
    

    . Получили 

интеграл от рациональной функции. 

П. Сможем ли мы его вычислить? 

С. Да, сможем легко!  

П. Обоснуйте, на чем основана Ваша уверенность.  

С. На лекции утверждалось, что любой интеграл от рациональной 

функции вычисляется. И приводилась схема решения подобных интегралов. 

Поэтому далее применяем метод неопределенных коэффициентов для 

подынтегральной дроби, освоенный нами при изучении темы 

«Интегрирование рациональных функций». 

     
2 2 2
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1 1 1 1
1 4 4 4 4

1 11 11 t tt tt
   

  
, и вычисляем наш интеграл:  

     
3 2 2 2

2

1 1 1 1
4 4 4 4

1 1sin 1 11

dx dt
dt dt dt dt

t tx t tt
      

  
       

1 12

1 1 1 1 1 2
ln 1 ln 1 ln

4 1 1 4 1 1

t t
t t C C

t t t t

   
            
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. 

П. Мы закончили вычисление? 

С. Нет. Нужно провести обратную замену. Ответ имеет вид:  

   13 2

1 1 cos 2cos
ln

sin 4 1 cos sin

dx x x
C

x x x

  
   

 
 .                                   

(3.1) 

П. Как Вы считаете, решение примера является сложным? 

С. Да. Подобрать замену было достаточно сложно. И разложение 

подынтегральной функции на простейшие дроби оказалось громоздким. 

П. Да, Вам пришлось прилагать значительные усилия. Это тоже 

полезно для Вас, как для будущего учителя. Достигается воспитательная цель 

обучения. Формируются мотивационно-волевое качества: упорство, 

настойчивость в достижении цели. Но у меня возник вопрос: а может быть 

стоит поискать более рациональный путь решения данного примера? Знаком 

ли Вам табличный интеграл, содержащий синус в знаменателе? 

С. Да. Это: 
2

ctg
sin

dx
x C

x
   . 

П. Можно ли эту формулу использовать как подсказку? 

С. Да, синус в квадрате из знаменателя можно внести под знак 

дифференциала: 
2

ctg
sin

dx
d x

x
  . 

П. Правильно. Но у нас синус в знаменателе содержится в какой 

степени? 

С. В кубе. 

П. Предложите, что можно в этом случае сделать? 



С. Можно подынтегральное выражение записать в виде: 

3 2

1

sin sin sin

dx dx

x x x
  . 

П. Подсказка: какая замена напрашивается после внесения под знак 

дифференциала синуса в квадрате из знаменателя во втором множителе 

2
ctg

sin

dx
d x

x
  . 

С. Можно попробовать применить замену ctg x t . Но что же делать с 

синусом в первой дроби?  

П. Может быть Вам известна формула, связывающая 

тригонометрические функции sin x  и ctg x ?  

С. Такую формулу я знаю: 2

2

1
1 ctg

sin
x

x
  . В этом случае, нам 

действительно удастся воспользоваться заменой ctg x t . И мы получаем: 

2 2

3 2

замена
1

1 ctg ctg ctg , 1
sin sin sin

ctg

dx dx
x d x x t t dt

x x x
d x dt

 
 

          
  

    .  

П. Сделайте вывод, какой интеграл мы получили? 

С. Интеграл от иррациональной функции. 

П. Проанализируйте возможность применения известных Вам методов 

вычисления подобных интегралов? 

С. Судя по подынтегральной функции, здесь подойдут и подстановки 

Чебышева, и подстановки Эйлера. 

П. Молодец. Хорошо усвоили теорию. Но я хочу предложить Вам 

другой путь решения. Метод интегрирования по частям применяется, в 

основном, в трех случаях. Так вот в третьем… 

С. Мы интегрируем по частям, в результате преобразований приходим 

к первоначальному интегралу и решаем получившееся уравнение 

относительно искомого интеграла.  

П. Попробуйте решить пример таким образом. 

С. Этот метод мы уже применяли на практических занятиях, поэтому 

особых трудностей вычисление не должно вызывать. 

2
2 2 2
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По частям

1 1 , 1
1 1

,

tdt t
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  .  

В числителе подынтегральной функции добавим и отнимем единицу и 

разложим эту функцию на две дроби: 
2 2

2 2 2
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t t
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    . 



Предпоследний интеграл, совпадает с первоначальным, а последний – 

табличный. Получаем линейное уравнение относительно искомого 

интеграла: 
2 2

21 ln 1 2J t t J t t C       . 

Решим уравнение 2 2

2

1
1 ln 1

2 2

t
J t t t C       и проведем обратную 

замену. 

Окончательный ответ  

2 2

23

ctg 1
1 ctg ln ctg 1 ctg

sin 2 2

dx x
x x x C

x
       .                     (3.2) 

П. Мы решили пример иначе, чем в первый раз. Проанализируйте, чем 

характерен этот метод. 

С. В этот раз мы применили комбинацию из методов замены 

переменной и интегрирования по частям. Оказывается, такая комбинация 

возможна. 

П. Я предлагаю попробовать применить еще какой-нибудь метод 

решения. Подумайте, все ли варианты замены мы использовали.  

С. Не все. Можно применить еще универсальную тригонометрическую 

подстановку. Через тангенс половинного угла.  

П. Сформулируйте четче, в чем же универсальность данной 

подстановки? 

С. Универсальность заключается в том, что все тригонометрические 

функции, а также dx  преобразуются в результате замены в рациональные 

выражения.  

П. И какая от этого польза для нас? 

С. Польза явная! Интеграл от рациональной функции всегда 

вычисляется. 

П. Действительно, плюсы данной подстановки очевидны. 

Проанализируйте недостатки. 

С. Недостатки, к сожалению, есть. Эти формулы повышают степень 

выражения: 
2

2
sin

1

t
x

t



 

2

2

1
cos

1

t
x

t





, 

2

2

1

t
tg x

t



, 

2

2

1

dt
dx

t



. Вместо 

тригонометрических функций в первой степени появляются рациональные 

выражения во второй степени.  

П. Сделайте вывод, когда же стоит применять тригонометрическую 

подстановку при интегрировании? 

С. Когда нет других методов решения и при этом надо «морально» 

готовиться к громоздким вычислениям. Поэтому, если есть возможность, 

лучше применять другие подстановки.  

П. Давайте, все-таки, попробуем применить данную подстановку. 

С. Оформив замену, получаем подынтегральное выражение шестой 

степени. 
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2 1 1
1
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x tt x dx t
t t

t
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    
 

   

Его можно упростить. 

П. Обоснуйте свою точку зрения. 

С. После упрощения имеем 
 

2
2

3 2 3

2

11 2 1

1 42

1

tdt
dt

t tt

t




 
 
 

  .  

П. Сделайте вывод. 

С. Степень выражения понизилась. И еще одно важное преимущество: 

в знаменателе стоит одночлен (одно слагаемое). 

П. Проанализируйте, в чем плюс данного результата? 

С. Плюс очевиден: интеграл сводится к табличному. Достаточно 

раскрыть скобку в числителе и почленно поделить на знаменатель.  

 
2

2

3 3

11 1 1 2

4 4

t
dt dt dt tdt

t t t

  
   

 
    . Осталось проинтегрировать 

табличные интегралы и совершить обратную замену. 

 

2
2

3 33 2
2

tg
1 1 1 1 2ln ln tg

sin 8 2 8 2 2 8
8tg

2

x
dx t x

t C C
xx t

          .                  

(3.3) 

П. Мы решили пример третьим методом. Какие выводы Вы можете 

сделать по поводу целесообразности применения данного метода? 

С. Предполагалось, что он будет самым громоздким, и большого 

желания применять его не было. Но он оказался самым коротким, 

оптимальным, не требующим особо сложных вычислений.  

П. А если сравнить все три метода? 

С. Для данного примера третий вариант является наиболее удачным. 

П. Мы осуществили три различных решения одного примера. А еще, в 

частности, прошли мимо подстановок Чебышева и Эйлера. Но хочу обратить 

Ваше внимание на еще один интересный факт. Решая один и тот же пример 

тремя методами, мы получили три различных ответа. 

 1 1 13 2

1 1 cos 2cos
ln

sin 4 1 cos sin

dx x x
C F x C

x x x

  
     

 
 , 

 2 2

2 2 23

ctg 1
1 ctg ln ctg 1 ctg

sin 2 2

dx x
x x x C F x C

x
         , 

 

2

3 3 33
2

tg
1 1 2ln tg

sin 2 2 8
8tg

2

x
dx x

C F x C
xx

       . Какой из них правильный? 

С. Интегрирование проверяется дифференцированием. Проверка 

показывает, что все ответы правильные. 



П. Следовательно, все ответы правильные. Возможно ли это? 

С. Мы нашли три первообразных      1 2 3, ,F x F x F x  ((3.1), (3.2), (3.3)) от 

одной и той же подынтегральной функции   3

1

sin
f x

x
 . А по теореме о 

строении множества первообразных, они должны отличаться друг от друга 

только лишь на константу    i jF x F x C  . 

П. При каких значениях x  одна и та же константа C  удовлетворяет 

данному равенству? 

С. На промежутках непрерывности первообразных. Подынтегральная 

функция   3

1

sin
f x

x
  непрерывна, в частности, на интервале  0,  , а так как 

интеграл от непрерывной функции является непрерывной функцией (даже 

дифференцируемой), то на интервале  0, 
 

наши первообразные 

     1 2 3, ,F x F x F x  совпадают с точностью до константы! 

П. Давайте вычислим значения полученных первообразных при 

достаточно удобном значении переменной. Например,  0,
2

x


  . 

С. В этом случае имеем 
1 2 30, 0, 0

2 2 2
F F F

       
       

     
. Следовательно, 

при  0,x   имеем      1 2 3F x F x F x  . 

П. Тогда мы можем записать три тождественных соотношения для 

полученных выражений при условии  0,x  .  

2 21 1 cos ctg 1
ln sin 1 ctg ln ctg 1 ctg

4 1 cos 2 2

x x
x x x x

x

  
       

 
;  

2

2 2

2

tg
ctg 1 1 1 21 ctg ln ctg 1 ctg ln tg

2 2 2 2 8
8tg

2

x
x x

x x x
x

         ; 

2

2

tg
1 1 cos 1 1 2ln sin ln tg
4 1 cos 2 2 8

8tg
2

x
x x

x
xx

  
     

 
. 

Получили ряд тождественных тригонометрических соотношений на 

промежутке  0,x  . Эврика!  

  



Например, вычисляется ли интеграл 
21

dx

x
 в элементарных 

функциях? Очевидно, что данный интеграл является табличным и его 

решение не вызывает у студентов трудностей. Далее, мы составляем систему 

заданий, которые усложняются с каждым следующим шагом. Так, 

предлагается вычислить 21

arctgx
dx

x . Очевидно, что выражение 
2

1

1 x
 можно 

внести под знак дифференциала и после этого уже получается табличный 

интеграл. На следующем этапе повышения сложности мы предлагаем 

вычислить 
 2 3

61

x arctg x
dx

x . Очевидно, что вначале требуется внести под знак 

дифференциала множитель 
2x , а после этого еще и следующий множитель 

6

1

1 x
. После этих преобразований опять получается интеграл табличного 

типа. Затем можно рассмотреть еще более сложное задание. Вычислить 

 3
2

61

arctg x
x e

dx
x



 . После некоторых преобразований снова получается 

табличный интеграл.  

  



Приведем пример задачи с повышающейся сложностью. Заметим, что 

такой тип задач представлен в научно-педагогических публикациях 

[Ошибка! Источник ссылки не найден.]. Вместо традиционных вопросов 

при вычислении интеграла мы спрашиваем у студентов: «Вычисляется ли 

интеграл в элементарных функциях? Что является основным в 

подынтегральной функции, и какие можно вносить изменения, не влияющие 

на вид и тип интеграла? Есть ли другие методы приведения данного 

интеграла к другому виду интегралов табличного типа?». 

Например, вычисляется ли интеграл 
21

dx

x
 в элементарных 

функциях? Очевидно, что данный интеграл является табличным и его 

решение не вызывает у студентов трудностей. Далее, мы составляем систему 

заданий, которые усложняются с каждым следующим шагом. Так, 

предлагается вычислить 
21

arctgx
dx

x . Очевидно, что выражение 
2

1

1 x
 можно 

внести под знак дифференциала и после этого уже получается табличный 

интеграл. На следующем этапе повышения сложности мы предлагаем 

вычислить 
 2 3

61

x arctg x
dx

x . Очевидно, что вначале требуется внести под 

знак дифференциала множитель 
2x , а после этого еще и следующий 

множитель 
6

1

1 x
. После этих преобразований опять получается интеграл 

табличного типа. Затем можно рассмотреть еще более сложное задание. 

Вычислить 
 3

2

61

arctg x
x e

dx
x



 . После некоторых преобразований снова 

получается табличный интеграл.  

 

 



Задачи с повышающейся сложностью. Например, доказать по 

определению, что 
3 3

lim
2 1 2n

n

n


 


; 

3 3
lim

2 1 2n

n

n


 


; 

2

2

3 3
lim

2 1 2n

n

n


 


; 

2

2

2 3 5 3
lim

2 1 2n

n n

n n

 
 

 
; 

2

2

2 3 5 3
lim

2 1 2n

n n

n n

 
 

 
. 

 

Приведем пример задачи на обобщение и классификацию 

математических подходов.  

Задача 4.2. Требуется доказать по определению, что 
2

2

2 2 5
lim 1

2 1n

n n

n n

 


 
. Очевидно, чтобы доказать по определению, что число 1 является пределом 

последовательности 
2

2

2 2 5
lim 1

2 1n

n n

n n

 


 
 необходимо записать определение 

предела на языке ( ; )n , т.е.  0   

2

2

2 2 5
( ) : 1

2 1

n n
N n N

n n
 

 
     

 
. 

Эта запись подразумевает, что для любого положительного   обязательно 

должен найтись номер N  такой, что после этого номера неравенство  
2

2

2 2 5
1

2 1

n n

n n


 
 

 
                                                  (4.1) 

выполняется всегда. 

При этом фиксируется некоторое произвольное положительное 0   

и ищется N . Если найдется номер N , то утверждение будет доказано. Для 

этого берется последнее неравенство (4.1) утверждения и эквивалентными 
преобразованиями или оценкой сверху упрощается к виду 

 
2

2

2 2 5
1

2 1

n n
n

n n
 

 
  

 
 с целью получения неравенства вида .n N  

При этом ставится цель, получить как можно более простой вид  n , в 

идеале 
const

n
. Для достижения этой цели необходимо совершить ряд 

неочевидных логических переходов, так как принципиально важно, чтобы в 

знаменателе осталось n , и, после применения обратного отношения, 

получается знак неравенства нужного вида: 
 
1

n



 . Студенты, осознавая 

смысл задания «доказать по определению» и освоив подобные 

преобразования, полнее воспринимают внутреннюю эстетику логических 

построений, математического языка, и в целом математики. Построенное 

доказательство, демонстрирует краткость, и, что очень важно, точность 

математического языка. Такие задачи позволяют формировать не только 

интеллектуально-познавательный компонент системы мировоззренческих 

ориентиров, но и такие черты характера, как честность, справедливость, а 

также волевые качества: настойчивость, упорство. 



Для более успешного овладения студентами методами решения 

подобных примеров мы считаем целесообразным предлагать будущим 

учителям задачи с повышающейся сложностью. Например, доказать по 

определению, что 
3 3

lim
2 1 2n

n

n


 


; 

3 3
lim

2 1 2n

n

n


 


; 

2

2

3 3
lim

2 1 2n

n

n


 


; 

2

2

2 3 5 3
lim

2 1 2n

n n

n n

 
 

 
; 

2

2

2 3 5 3
lim

2 1 2n

n n

n n

 
 

 
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

С целью проблематизации необходимости усиления мировоззренческой 

направленности математического обучения, мы предлагаем будущим 

учителям рассмотреть примеры применения теории сжимающих 

отображений к задачам школьной математики. Например, требуется найти 

значение выражения 3 3 3 3     или 
1

2
1

2
1

2
2








. Студенты 

самостоятельно составляют подобные задачи, затем используют их при 

проведении факультативных занятий во время прохождения педагогической 

практики. 


