
Построение производственных функций 

 

Цель работы: приобретение навыков построения производственных 

функций экономических систем. 

 

Основы теории. 

1. Понятие и основные типы производственных функций 

К числу фундаментальных понятий экономико-математического 

моделирования относятся производственные функции, которые по сути 

являются регрессионными уравнениями. Производственные функции 

относятся к моделям производственно-технологического уровня.  

В рамках микроэкономического подхода к описанию экономической 

системы, она представляется в виде элементарных экономических подсистем, 

каждая из которых может моделироваться отдельно. Другими словами, 

экономическая система моделируется в виде множества взаимосвязанных 

между собой производственных единиц. Деятельность производственной 

единицы можно определить как процесс, в ходе которого осуществляется 

выпуск какой-либо продукции с использованием при этом различных 

ресурсов. Таким образом, каждая производственная единица характеризуется 

своими входами и выходами. На выходе формируются некоторые изделия, 

которые называют продуктами. Если всего выпускается m  видов продуктов, 
)..1( miyi   - выпуск  продукта вида i , то весь выпуск описывается вектором 

),...,,( 21 myyyy  . Для производства продукта необходимо использование 

ресурсов (рабочей силы, основных фондов, оборотных фондов, природных 

ресурсов и сырья...). Весь набор ресурсов описывается вектором 

),...,,( 21 kxxxx  . 

Производственной функцией в широком смысле называют соотно-

шения между используемыми в производстве ресурсами (материальными 

благами, трудовыми ресурсами,…) и выпускаемой продукцией: 

0),( xyF . 

Вместо общего представления производственной функции обычно 

используют частные случаи: 

функции выпуска )(xFy  ; 

функции производственных затрат  )(yhx  . 

Часто при построении производственных функций используют два 

вида ресурсов: 

),( LKx  , 

где K - основные фонды, L - трудовые ресурсы. 

Производственная функция в этом случае выглядит как ),( LKFy  . 

Для анализа свойств производственной функции используются 

различные показатели: 



 Предельная эффективность (или производительность) ресурса. Она 

характеризует отношение прироста выпуска продукции к малому приросту 

количества производственного ресурса: 

ixxF  )( .  

 Средняя эффективность ресурса:  

ixxF )(   

Для функции ),( LKFy   средняя эффективность основных фондов 

есть не что иное, как средняя фондоотдача, а средняя эффективность 

трудовых ресурсов – производительность труда: 
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 Коэффициент эластичности выпуска по ресурсу: 
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Это отношение предельной и средней эффективности ресурса. Он 

показывает, на сколько процентов изменится производство продукта при 

изменении затрат соответствующего производственного ресурса на один 

процент. 

 Производственная функция характеризуется отдачей от расширения 

масштабов производства с точки зрения изменения выпуска продукции при 

пропорциональном изменении затрат ресурсов, которое математически 

выражается в умножении всех компонент вектора x  на положительный 

скаляр b . Принято говорить, что скалярная функция )(xf  является 

однородной функцией степени  , если для любого вектора x  и любого 

скаляра b  она удовлетворяет соотношению 

)()( xfbbxf  . 

Если 1 , то говорят, что ПФ характеризуется возрастающей отдачей 

от расширения масштабов производства; если 1  - постоянной отдачей 

(наиболее часто встречающийся случай), а при 1  - убывающей отдачей. 

Отдачу от расширения производства характеризует эластичность 

производства, определяемая по формуле: 
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 При многокомпонентном векторе ресурсов один и тот же объем 

продукции может быть получен при различных сочетаниях количеств 

ресурсов. Совокупность таких сочетаний ресурсов (точек в пространстве ресур-

сов), при которых может быть произведено определенное количество продукции 

0y , называется изоквантой )( 0yQ  и обозначается: 

 00 )(:)( yxFxyQ  . 

 Для анализа взаимозаменяемости ресурсов может быть использован 

такой показатель, как предельная норма замещения: 
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Предельная норма замещения одного ресурса другим показывает, 

сколько второго ресурса может быть высвобождено при увеличении затрат 

первого ресурса (или какое количество второго ресурса необходимо ввести 

при уменьшении первого ресурса), если выпуск продукции остается 

неизменным. Для производственной функции ),( LKFy   предельная норма 

замещения показывает, сколько основных фондов может быть  

высвобождено  при увеличении затрат  труда  на единицу, при сохранении 

прежнего уровня производства. 

 Для количественной характеристики скорости изменения предельной 

нормы замещения одного ресурса другим вдоль изокванты используется 

понятие эластичности замещения ресурсов:  
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Для производственной функции ),( LKFy   эластичность замещения 

ресурсов показывает, на сколько процентов должно изменится отношение 

основных фондов к количеству  трудящихся  при  движении вдоль 

изокванты,  чтобы при этом предельная норма замещения изменилось на 

один процент. 

Рассмотрим наиболее часто используемые в экономико-

математических исследованиях типы однопродуктовых функций выпуска: 

 Степенная производственная функция (неоклассическая функция): 







n

i
ni
ni xxaxxay

1
21 ...21 ,  ,10  i    ,0a    




n

i
i

1

,1  

Неограниченная возможность замещения недостатка одних ресурсов 

другими часто вступает в противоречие со свойствами моделируемых 

систем. В качестве другого недостатка следует отметить, что изокванты этой 

функции имеют асимптотами оси координат. Это стремление к 

координатным осям означает, что определенное количество продукта может 

быть произведено при сколь угодно малом количестве одного из ресурсов и 

достаточно большом количестве другого, что не соответствует 

действительности. 

  Функция Леонтьева (функция с постоянными пропорциями; с 

полным взаимодополнением ресурсов; функция Харрода-Домара):  
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Основное отличие этой функции заключается в наличии единственно 

рациональной структуры производственных ресурсов. Всякое отклонение 



затрат от этой структуры приводит к нерациональному использованию части 

ресурсов. Замещение недостающего ресурса другим невозможно.  

 Функция Солоу (функция с постоянной эластичностью замещения):  
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Эластичность производства E  не зависит от соотношений ресурсов и 

характеризует отдачу от увеличения масштабов производства. Для этой 

функции изокванта имеет асимптоты. 

 Функция с полным взаимозамещением ресурсов (линейная 

производственная функция): 





n

i
iixyy

1
0 ,  ,..1,0 nii    

Функция Леонтьева хорошо описывает производственные единицы 

типа небольших производственных фирм. Для больших производственных 

систем чаше используют функции Кобба-Дугласа и Солоу. В практических 

экономико-математических исследованиях встречаются и другие типы 

функций. Часто они являются обобщением рассмотренных типов. 

 

2.Пример построения производственной функции  экономики региона 

При анализе экономической ситуации в регионе на макроуровне 

основным показателем является валовой региональный продукт (или чистый 

доход, который определяется как ВРП за вычетом всех налоговых обложений 

и амортизации). Для экономики Тульского региона за 1995-2004 гг. 

производственная мультипликативная (степенная) функция имеет 

следующий вид:  

21
0

aa
KLaX                                                  (1.1) 

Линеаризуем модель (1.1): 

 21
0lnln

aa
KLaX  , 

     KaLaaX lnlnlnln 210  . 

Исходные и преобразованные данные для оценивания неизвестных 

параметров модели приведены в таблице 1.1 (графы 2-7). 

 

Таблица 1.1 - Построение производственной функции 
 Основные 

фонды 

(K), 

млн.руб 

Трудовые 

ресурсы 

(L) 

ВРП 

(X), 

млн.руб 

Ln(K) Ln(L) Ln(X) 

Оценка 

ВРП 

(модельное 

значение) 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1995 50389 853882 12436,9 10,82753 13,65755 9,42842 10780,53 

1998 150344 802474 18564,6 11,92068 13,59545 9,82901 23747,91 

1999 150537 821542 30028,9 11,92196 13,61894 10,30992 33781,30 

2000 168150 830893 43721,7 12,03261 13,63026 10,68560 47584,14 



2001 197921 828231 55680,7 12,19562 13,62705 10,92739 58589,01 

2002 232726 803129 68732,4 12,35762 13,59627 11,13798 47734,65 

2003 266508 811877 77320,0 12,49316 13,60710 11,25571 69415,20 

2004 274181 826600 89639,6 12,52154 13,62508 11,40355 94900,61 

 

Получена следующая эконометрическая зависимость: 

)ln(570,1)ln(921,14498,211ln KLX                      (1.2) 

или 

570,1921,14498,211 KLeX                     (1.3) 

Показатели, характеризующие значимость модели и ее параметров, 

точность и адекватность модели, приведены на рисунке 1.1. 

 

 
 

 
Рисунок 1.1 - Статистический анализ уравнения (1.2) 

 

Коэффициент множественной корреляции равен 0.96, что 

свидетельствует о высокой значимости модели. Параметры уравнения также 

проходят тест на значимость на уровне значимости  95%. Значения критериев 

Фишера (F), Дарбина-Уотсона (d), стандартной ошибки аппроксимации 

говорят о высокой точности и адекватности модели. Все это свидетельствует 

о возможности применения выявленной зависимости для дальнейшего 

анализа. 
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Рисунок 1.2 - Оценка ВРП по модели (1.3)  



 

Для сопоставления приведем модели, построенные Балацким Е.В., для 

России и США. Для экономики США за 1987-2000 гг. была построена 

производственная функция в виде следующей эконометрической 

зависимости: 

KLX ln41,0ln91,036,2ln
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                                  (1.4) 

N=14; R2=0,988; F=454,14; DW=1,06. 

Для экономики России за 1989-2002 гг. была также построена 

производственная функция в виде следующей эконометрической 

зависимости: 

ILX ln42,0ln43,310,11ln
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    (1.5) 

N=13; R2=0,964; F=136,52; DW=2,74. 

В круглых скобках под коэффициентами регрессии (1.4, 1.5) указана их 

стандартная ошибка, в квадратных скобках - их t-статистика; N - число 

наблюдений; R2 - коэффициент детерминации; F - значение F-статистики; DW 

- коэффициент автокорреляции Дарбина - Уотсона. 

Для анализа производственной функции используется ряд показателей: 

1. Средние эффективности ресурсов. 

- средняя по региону производительность труда: 

570,1921,13498,211/),( KLeLLKХ                                (1.6) 

- средняя по региону фондоотдача: 

570,0921,14498,211/),( KLeKLKХ                                (1.7) 

Таблица 1.2 - Средняя эффективность ресурсов (по модели и по факту) 
 X(K,L)/L, 

млн.руб./чел. 

X/L, 

млн.руб./чел. 
X(K,L)/K X/K 

1 4 5 6 7 

1995 0,012625 0,014565 0,213946 0,246818 

1998 0,029593 0,023134 0,157957 0,123481 

1999 0,041119 0,036552 0,224405 0,199479 

2000 0,057269 0,05262 0,282986 0,260016 

2001 0,07074 0,067228 0,296022 0,281328 

2002 0,059436 0,085581 0,205111 0,295336 

2003 0,0855 0,095236 0,260462 0,290123 

2004 0,114808 0,108444 0,346124 0,326936 

Среднее  0,058886 0,06042 0,248377 0,252939 

 

Из таблицы 1.2 видно -  разница в числовых значениях для нашей 

модели и реальными данными невелика, что свидетельствует о высокой 

адекватности модели, а незначительные отклонения можно отнести к 



погрешности в расчетах. В среднем производительность труда по региону за 

изучаемый период составляет 58886 руб/чел. 

2. Эластичность ресурсов: 

    921,14/),(//)(  LLKXLXL                        (1.8) 

570,1)( K                                                   (1.9) 

Эластичность ресурса показывает, на сколько измениться ВРП при 

изменении основных фондов K/трудового ресурса L на 1%.  

3. Относительные эластичности ресурсов: 





921,14570,1

570,1
K

  0,0952034                         (1.10) 

       9047966,00,09520341 
L

                     (1.11) 

Относительные показатели эластичности показывают долевой вклад 

каждого ресурса в конечный выход. 

Исходя из полученных значений видно, что трудовые ресурсы 

обладают существенно больней эластичностью и их долевой вклад в 

конечный продукт значительно выше капитала, аналогичная ситуация 

наблюдается и на уровне России (
K

 =0,1090909; 
L

 =0,8909091). 

4. Производственная функция характеризуется определенной отдачей 

от расширения масштабов производства с точки зрения изменения выпуска 

продукции при пропорциональном изменении затрат ресурсов, которое 

математически выражается в умножении всех компонент вектора x на 

положительный скаляр t.  Принято говорить, что скалярная функция f(x) 

является однородной функцией степени  , если для любого вектора x и 

любого скаляра t она удовлетворяет соотношению: 

)()( xfttxf                                                    (1.12) 

212121

00 )()()(


LKtatLtKatXf 


 

491,16570,1921,14   

 > 1, производственная функция характеризуется возрастающей 

отдачей от расширения масштабов производства. 

5. Возможности замещения ресурсов. 

Возможность взаимного замещения ресурсов означает, что одно и то 

же количество продукта y может быть произведено при различных 

сочетаниях ресурсов.  

а) изокванта - это совокупность сочетаний ресурсов (точек в 

пространстве ресурсов), при которых может быть произведено определенное 

количество продукции y.  

В данном случае мы выразили основные фонды через трудовые 

ресурсы, принимая во внимание относительную не стабильность ресурса L 



(демографические факторы - Тульская область является одним из лидеров по 

уровню смертности, миграция - миграционные потоки могут весьма резко 

меняться из-за экономического состояния региона) и относительную 

устойчивость во времени основных фондов. ВРП взяли уровня 2004 года (см. 

рисунок 1.3).  
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Рисунок 1.3 - Изокванта функции (1.3) для выпуска, соответствующему 

ВРП 2004 г. 

 

б) предельная норма замещения одного ресурса другим - показывает 

сколько второго ресурса может быть высвобождено при увеличении затрат 

первого ресурса, если выпуск продукта остается неизменным.  
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в) эластичность замещения ресурсов - количественная характеристика 

скорости изменения предельной нормы замещения вдоль изокванты. 
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                                              (1.14) 

Эластичность замещения ресурсов приближенно показывает, на 

сколько процентов должно измениться отношение ресурсов при движении 

вдоль изокванты, чтобы при этом предельная норма замещения изменилась 

на 1%. 

Следует отметить, что как математическая модель, данная 

производственная функция обладает следующими недостатками: 

- для нормированной ПФ ,)(lim 


Kf
cd

L
 т.е. производительность 

труда неограниченно растет с ростом фондовооруженности. Для реальных 

систем должен существовать некоторый предел производительности труда; 



- для изокванты ,0)(lim 


LK
L

.)(lim 


LK
L

 

Получается, что выпуск продукции в требуемом объеме возможен при 

сколь угодно малом количестве одного из ресурсов и достаточных запасах 

другого ресурса. Для реальных систем должны существовать минимально 

необходимые объемы каждого ресурса. 

Тем не менее, анализ построенной функции позволяет сделать ряд 

важных выводов. Во-первых, значимость трудовых ресурсов в экономике 

региона как по сравнению с основными фондами, так и по сравнению с этим 

же показателем на российском уровне, достаточно высока. Учитывая 

неблагоприятную демографическую ситуацию в регионе, можно сделать 

достаточно пессимистический прогноз развития экономики Тульской 

области. Во-вторых, учитывая высокую эластичность трудовых ресурсов, 

грамотное управление ими позволит улучшить тенденции развития 

экономики региона, что требует пристального внимания органов управления 

к ситуации на рынке труда.  

 

Программа работы 

1. Построить временные ряды, характеризующие изменение выпуска 

продукции, объема основных фондов, численности трудовых ресурсов 

исследуемой экономической системы (например, исследование можно 

проводить на уровне РФ, региона, муниципальных образований, 

предприятий). 

2. Используя доступную систему статической обработки данных 

(Statistica, SPSS, Excel…) построить производственную функцию, 

соответствующую исследуемой системе, оценить ее значимость, точность, 

адекватность. 

3. На основе построенной функции определить показатели 

эффективности использования ресурсов, эластичность ресурсов, оценить 

отдачу от расширения масштабов производства и уровень 

взаимозаменяемости ресурсов. Сделать выводы. 


