
Теория функций 
комплѐксного
переменного



Комплѐксные числа
• -алгебраєческая форма к.ч.

i -мнємая едєнєца,

-деѕствєтельная часть к.ч.

-мнємая часть к.ч.

-модуль к.ч.

-аргумент к.ч.

• -трєгонометрєческая форма к.ч.

• -покаѓательная форма к.ч.

Формула Эѕлера                                    ,



Сфера Рємана (стереографєческая проекцєя) 
комплексноѕ плоскостє

-бесконечно            
удалённая точка

С –комплексная плоскость

-расшєренная

комплексная плоскость
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Линии и области в комплексной 
плоскости

-окруђность радєуса R
с центром в  точке z0;

-кольцо;

-угол

полоса
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• Иѓобраѓєть на комплексноѕ плоскостє 
область, удовлетворяющую условєям

;                       ;               ;              .



Иѓобраѓєть область…



Функции комплексного переменного

D -область определенєя

Определение. Еслє кађдому чєслу (точке) z ϵD по некоторому 
правєлу поставлено в соответствєе чєсло (точка) w ϵE, то 
говорят, что на комплексноѕ плоскостє определена функция 
комплексного переменного w= f (z), отобрађающая 
мнођество D в мнођество E.

D                                            E

E -область ѓначенєѕ



-одноѓначная функцєя

прємер:

z -многоѓначная функцєя

прємер:

Бесконечноѓначная функцєя

wz



• Квадратєчная функцєя

• Инверсєя относєтельно едєнєчноѕ 
окруђностє



Предел и непрерывность ф.к.п.

Определение. Чєсло w0 наѓывается пределом функции

w= f(z) в точке z0                                            , еслє для любого ε>0

наѕдётся такое чєсло δ>0, что для всех ,
удовлетворяющєх неравенству ,

выполняется неравенство .

Это оѓначает:

є  

Сохраняются все свойства пределов.  



Определенєе 1. Функцєя w = f(z) наѓывается 
непрерывной в точке z0, еслє .

Определенєе 2. Функцєя f(x) непрерывна в точке z0 , 
еслє бесконечно малому прєращенєю аргумента 
соответствует бесконечно малое прєращенєе 
функцєє:

Функцєя f(z) непрерывна в областє D, еслє она 
непрерывна в кађдоѕ точке этоѕ областє.

Сохраняются все свойства непрерывных функций.



Основные элементарные ф.к.п.

• Показательная функция

Своѕства: 

однозначная;

непрерывная;

периодическая:                      ,    период 2πi;

область определения и область значений – вся 

комплексная плоскость (исключение:             ) .



• Логарифмическая функция

Своѕства:

обратная к покаѓательноѕ функцєє:

область определенєя:  

область ѓначенєѕ: вся комплексная плоскость;

непрерывна прє            ;

неперєодєческая;

бесконечноѓначная:

главное ѓначенєе



• Степенная функция

Свойства (для натурального n):

однозначная;

непрерывная;

область определения и область значений – вся 

комплексная плоскость;

непериодическая;

частный случай:



• Степенная функция (извлечение корня)

Свойства:

многозначная ( n-значная);

непрерывная;

область определения – вся комплексная 

плоскость;

частный случай:



Корни степени n из единицы



• Общая степенная функция

Свойства:

бесконечнозначная;

непрерывная;

область определения:           ;

пример:

; 

главное значение:



• Тригонометрические функции

Свойства: периодические; 

однозначные;

неограниченные;

область определения:

для sinz и cosz – всѐ множество C,

для tgz период= π

для ctgz период= π

непрерывные в обл.определения.

Сохраняются почти все свойства

тригонометрических функций.



• Гиперболические функции

Свойства:

однозначные; 

периодические (период 2πi );

неограниченные;

область определения:

для shz и chz – всѐ множество C,

для thz

для cthz

непрерывные в области определения.



Cвяѓь међду гєперболєческємє є 
трєгонометрєческємє функцєямє



Действительные є мнимые частє 
трєгонометрєческєх є гєперболєческєх 

функцєѕ



• Обратные тригонометрические функции

Свойства:     бесконечноѓначность;
непрерывность;
всюду определенность;

главное ѓначенєе:

- двуѓначные



Вывод формулы для Арксинуса:

;                     ; то есть 

тогда 

Решаем это квадратное уравненєе 
относєтельно          є получєм

;

.



Остальные формулы выводятся 
аналогєчно.

Вывод предлагается 
сделать самостоятельно.



Свойства:     бесконечноѓначность;
непрерывность в областє 
определенєя;



• Обратные гиперболические функции

- ареасинус

- ареакосинус

- ареатангенс

- ареакотангенс



• Пример 1.  

• Пример 2.



Дифференцирование ф.к.п.
Пусть                однозначная, определенная в 

некоторой окрестности точки z, функция. 

Определение. Производной функции f(z) в точке z

называется предел

если он существует.

Обозначение: 



Дифференцируемость ⇒ непрерывность,

(обратное – неверно).

Теорема Коши-Римана. 

Пусть функция                                        определена 

в окрестности точки (x;y), причем в этой точке u(x;y) и

v(x;y) дифференцируемы. Функция                  

дифференцируема в точке тогда и только тогда, 

когда выполнены следующие условия Коши-Римана

(Эйлера-Даламбера):



Доказательство. Необходємость:

Пусть производная            существует, т.е. предел 

не зависит от того, как                                   Тогда пусть 

Тогда



Пусть теперь                                       Тогда

Сравнивая, имеем:

Отсюда:



С учётом У.К.Р. проєѓводную             мођно 
находєть по любоѕ єѓ формул:

Таблица производных основных 

элементарных функций и правила 

дифференцирования сохраняются для ф.к.п.



Однозначная функция f(z) называется 

аналитической (голоморфной) в точке z, если 

она дифференцируема (выполнены У.К.Р.) в 

некоторой окрестности этой точки. 

Функция f(z) называется аналитической в 

области D, если она дифференцируема в 

каждой точке этой области.

Точки аналитичности – правильные точки.

Точки, в которых нарушается аналитичность, 

– особые точки.



Дифференциал dw функцєє w=f(z) в точке z -
главная часть её прєращенєя єлє

Деѕствєтельная u(x;y) є мнємая v(x;y) частє 
аналєтєческоѕ функцєє – гармонические функции:

Здесь - оператор Лапласа.



Зная одну часть аналитической функции, можно 

найти другую (восстановить всю функцию с 

точностью до неопределенной константы).

Пример. Выяснить, является ли функция   

действительной частью аналитической функции.  

Если является, то восстановить эту функцию. 

Решение. Проверим функцию u(x;y) на 

гармоничность:

- т.е. u(x;y) - гармоническая.



Наѕдём мнємую часть v(x,y) єскомоѕ функцєє.

Иѓ 1-го условєя Кошє-Рємана:

Отсюда:

Иѓ 2-го условєя Кошє-Рємана наѕдём С(x):

тогда 

Итак, 



Интегрирование ф.к.п.

Пусть L –дуга гладкой кривой, f(z) – функция на L. 

Разобьѐм дугу на n частей точками .

Выберем произвольно в каждой части дуги по точке 

(пусть это будут                    ). 

Составим интегральную сумму

, 

где .



Интегралом от функции f(z) по кривой L

называется предел интегральной суммы при 

стремлении к нулю наибольшей из частей дуг, если 

этот предел существует:

Если кривая гладкая, а функция однозначная и 

непрерывная, то интеграл существует.

Вычисление его сводится к вычислению двух 

действительных криволинейных интегралов:



Еслє крєвая ѓадана уравненєем   y = φ(x), то 



 Если кривая задана параметрически

, тогда 

Основные свойства интеграла:

1. Линейность



2. Аддитивность (если                  ) , то

3. Ориентируемость

4. Оценка модуля  (если на кривой                  ), то 

, где l – длина кривой L.



Пример 1. Вычислить интеграл по дуге L от  точки 

z=0 до точки z=4+2i вдоль линии

Решение.



Пример 2. Вычислить интеграл 

где С – дуга окружности |z|=1 (0 ≤ arg z ≤ π).

Решение.

Положим , тогда и 
idz ie d 



Пример 3. Вычислить интеграл 

Решение. Под интегралом аналитическая функция.

Применяя формулу Ньютона-Лейбница, получим

Интеграл от аналитической функции не зависит от 

пути интегрирования.



Пусть f(z) – аналитическая функция в области G,

С – замкнутый контур, лежащий в G.

Условия Коши-Римана             Формула Грина

Теорема Коши



Теорема Коши для односвязной области:

Интеграл от аналитической функции 

по любому замкнутому контуру 

равен нулю.

Доказательство.

Имеем 

Применим формулу Грина к каждому интегралу и 

используем У.К.Р.

Доказано.



Пусть             -граница двусвязной области D.

Разрез АВ делает область D односвязной. Тогда

по теореме Коши

где ,

-обход положительный

(область остается слева),

-обход отрицательный (справа).

Тогда

и

А

В

С

С1

DС



Теорема Коши для многосвязной области:

Если С -внешняя граница многосвязной области,

а  -внутренние границы, то 

(обход всех контуров - положительный).

……

С

С1 С2 Сk



1.

2. Прє 

3. r
z0



Пусть f(z) аналитическая в замкнутой односвязной 

области D с границей С; z0 – любая точка внутри D.

Тогда (обход контура С

положительный)

Интегральная формула Коши

Вывод формулы:

Построим окружность , 

лежащую полностью в D.

По теореме Коши 

С

Сr

z0



Далее:

Но окружность                  можно выбрать как угодно 

малой и, используя свойство оценки модуля, имеем 



Таким образом,

Окончательно,

Следствие. Дифференцируемая в точке z0 функция 

имеет производные всех порядков, причѐм


