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1 Ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëè-

òè÷åñêîé ãåîìåòðèè

1.1 Ìàòðèöû. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû. Îáðàòíàÿ

ìàòðèöà. �åøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíå-

íèé (ÑËÓ) â ìàòðè÷íîì âèäå. Ìåòîä Êðàìå-

ðà

1.1.1 Ìàòðèöû

Ìàòðèöà - ýòî ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà, çàïîëíåííàÿ ýëåìåíòàìè:

A =




a11 a12 ... a1m
a21 a22 ... a2m
... ... ... ...

an1 an2 ... anm


 (1)

ai − i-ÿ ñòðîêà,

aj − j-é ñòîëáåö,

n×m− ðàçìåð ìàòðèöû,

aij − ýëåìåíò ìàòðèöû.

Âèäû ìàòðèö

• Íóëåâàÿ ìàòðèöà - ýòî ìàòðèöà âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 0.

• Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà - ýòî ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, ýëåìåíòû

a11, a22, ..., ann - ãëàâíàÿ äèàãîíàëü ìàòðèöû.

• Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà - ýòî êâàäðàòíàÿ è aij = aji, ∀i, j.

• Òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà - ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå

ýëåìåíòû ïîä (íàä) ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ðàâíû 0;

• Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà - ýòî êâàäðàòíàÿ, ó êîòîðîé âñå ýëåìåí-
òû, êðîìå ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû 0;

• Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà - ýòî äèàãîíàëüíàÿ è âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé

äèàãîíàëè ðàâíû 1.
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1.1.2 Äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè

Êîìïàêòíàÿ çàïèñü ìàòðèöû (1):

A =




a11 a12 ... a1m
a21 a22 ... a2m
... ... ... ...

an1 an2 ... anm


 = (aij) i=1,n

j=1,m

Òîãäà è äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü êîìïàêòíî:

Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî - ýòî óìíîæåíèå êàæäîãî å¼ ýëåìåí-

òà íà ýòî ÷èñëî:

λ · A = (λ · aij) i=1,n
j=1,m

. (2)

Ñëîæåíèå ìàòðèö. Ñóììà ìàòðèö - ýòî ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé

ïîëó÷åíû ñëîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ýòèõ ìàòðèö:

C = A+B = (aij + bij) i=1,n
j=1,m

. (3)

Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû - ýòî å¼ "îòðàæåíèå"îòíîñèòåëüíî ãëàâ-

íîé äèàãîíàëè:

A = (aij) i=1,n
j=1,m

,

AT =
(
aT ij

)
i=1,m
j=1,n

, aT ij = aji ∀i, j (4)

Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ïóñòü A = (aij) i=1,n

j=1,k

, B = (bij) i=1,k
j=1,m

, Òîãäà

C = AB =
(
ai · bj

)
i=1,n
j=1,m

(5)

ãäå

cij = ai ·bj = (ai1, ai2, ..., aik) ·(b1j, b2j, ..., bkj) = ai1b1j+ai2b2j+ ..aikbkj.

Èç �îðìóë (2)− (5) î÷åâèäíû ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Ìàòðèöû ðàçíîãî ðàçìåðà ñêëàäûâàòü íåëüçÿ.

Çàìå÷àíèå 2. Ñëîæåíèå ìàòðèö êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî:

A+ B = B +A, (A+ B) + C = A+ (B + C).
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Çàìå÷àíèå 3. a · b - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
Çàìå÷àíèå 4. Óìíîæåíèå ìàòðèö íå êîììóòàòèâíî : AB 6= BA.

Çàìå÷àíèå 5. Óìíîæåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî: (AB)C = A(BC).

Çàìå÷àíèå 6. (AB)T = BTAT
.

Çàìå÷àíèå 7.Óìíîæåíèå ìàòðèö äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëî-

æåíèÿ (è ñïðàâà, è ñëåâà):

(A+ B)C = AC +BC, A(B + C) = AB + AC.

1.1.3 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå � ýòî ìàòðèöà, ïðîèçâåäåíèå ñ êî-

òîðîé ðàâíî åäèíè÷íîé, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

A−1 · A = A · A−1 = E. (6)

Èç �îðìóëû (6) ñëåäóþò çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Îáðàòíàÿ áûâàåò òîëüêî ó êâàäðàòíûõ, è òî íå ó

âñåõ.

Çàìå÷àíèå 2. Îáðàòíàÿ ê îáðàòíîé ðàâíà èñõîäíîé:

(
A−1

)−1
= A.

Çàìå÷àíèå 3. Îáðàòíàÿ ê òðàíñïîíèðîâàííîé ðàâíà òðàíñïîíèðî-

âàííîé îáðàòíîé:

(
AT
)−1

=
(
A−1

)T
.

Çàìå÷àíèå 4. Îáðàòíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ îáðàò-

íûõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå: (AB)−1 = B−1A−1
.

Çàìå÷àíèå 5. Îáðàòíàÿ ê óìíîæåííîé íà ÷èñëî ðàâíà îáðàòíîé,

ðàçäåëåííîé íà ýòî ÷èñëî: (λA)−1 = 1
λA

−1
.

1.1.4 ÑËÀÓ - ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:





a11x1 +a12x2 ...+ a1mxm = b1,

a21x1 +a22x2 ...+ a2mxm = b2,

... .. ...

an1x1 +an2x2 ...+ anmxm = bn.

(7)

Ñèñòåìó (7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîì âèäå AX = B, ãäå
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A =




a11 a12 ... a1m
a21 a22 ... a2m
... .. ...

an1 an2 ... anm


 , X =




x1
x2
...

xm


 , B =




b1
b2
...

bn




A − n×m - ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ;

X − m× 1 - âåêòîð-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ;

B − n× 1 - âåêòîð-ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé.

Åñëè A êâàäðàòíàÿ, òî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøèòü: X = A−1B.

Êëàññè�èêàöèÿ ÑËÀÓ

�àçëè÷àþò ñëåäóþùèå âèäû ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

îäíîðîäíàÿ: AX = 0 (ïðàâûå ÷àñòè âñåõ óðàâíåíèé ðàâíû 0);

ñîâìåñòíàÿ - ýòî ñèñòåìà, êîòîðàÿ èìåò ðåøåíèå;

îïðåäåë¼ííàÿ - ýòî ñèñòåìà, êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå;

íåîäíîðîäíàÿ - ýòî ñèñòåìà, êîòîðàÿ èìååò âèä AX = B, B 6= 0 ;

íåñîâìåñòíàÿ - ýòî ñèñòåìà, êîòîðàÿ íå èìåò ðåøåíèÿ;

íåîïðåäåë¼ííàÿ - ýòî ñèñòåìà, êîòîðàÿ èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðå-

øåíèé.

1.1.5 Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

Îïðåäåëèòåëü (äåòåðìèíàíò) � ýòî çàìå÷àòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà

êâàäðàòíîé ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå áóäåò äëèííûì.

Çàòî îáîçíà÷åíèå êîðîòêîå: |A| èëè ∆A èëè detA.

�åêóððåíòíîå îïðåäåëåíèå ñ ìèíîðíûì îòñòóïëåíèåì.

1× 1 : |a| = a

2× 2 :

∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣ = ad− bc

3× 3 :

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−
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−a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32
Îïðåäåëåíèå ìèíîðà k-ãî ïîðÿäêà.

Âûáåðåì â ïðîèçâîëüíî k ñòðîê è k ñòîëáöîâ.

Ýëåìåíòû íà ïåðåñå÷åíèè âûáðàííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ñîñòàâ-

ëÿþò ìàòðèöó ðàçìåðà kxk.

|Ì| è åñòü ìèíîð k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû .

�àçëè÷íûõ ìèíîðîâ k-ãî ïîðÿäêà ó ìàòðèöû ìíîãî �

(
Ck

n

)2
.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû nxn

Îïðåäåëèòåëü, áÎëüøåãî, ÷åì 3-ãî ïîðÿäêà, âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ìèíîðîâ ïî ëþáîé èç �îðìóë (8), (9):

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...

an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑

j=1

(−1)i+jaijMij. (8)

ãäå i � ëþáàÿ �èêñèðîâàííàÿ ñòðîêà ìàòðèöû (âû÷èñëåíèå ïî

ñòðîêå); ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...

an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑

i=1

(−1)i+jaijMij. (9)

j � ëþáîé �èêñèðîâàííûé ñòîëáåö ìàòðèöû (âû÷èñëåíèå ïî

ñòîëáöó).

Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé

Ñâîéñòâî 1. Åñëè äâå ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû ñîâïàäàþò, òî

îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

Ñâîéñòâî 2. Ïðè äîáàâëåíèè ê ëþáîé ñòðîêå (ñòîëáöó) ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèè äðóãèõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèò-

ñÿ.

Ñâîéñòâî 3. Åñëè ïåðåñòàâèòü äâå ñòðîêè (ñòîëáöà), òî îïðå-

äåëèòåëü ìåíÿåò çíàê.

Ñâîéñòâî 4. Îáùèé ìíîæèòåëü ýëåìåíòîâ êàêîãî-ëèáî ðÿäà

(ñòðîêè èëè ñòîëáöà) ìàòðèöû ìîæíî âûíåñòè çà çíàê îïðåäåëèòå-

ëÿ.

Ñâîéñòâî 5. detAT = detA.

Ñâîéñòâî 6. detA−1 =
1

detA
.
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Ñâîéñòâî 7. detAB = detA · detB.

1.1.6 Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû

Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A−n×n. È îïðåäåëèòåëü å¼ íå ðàâåí 0. Ïóñòü

Mij - ìèíîð (n− 1)-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííûé âû÷åðêèâàíèåì èç ìàò-

ðèöû A ýëåìåíòà aij. Òîãäà àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij:

Aij = (−1)i+jMij. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî �îð-

ìóëå:

A−1 =
1

detA




A11 A21 ...An1

A12 A22 ...An2

... .. ...

A1n A2n ...Ann


 . (10)

1.1.7 Ìåòîä Êðàìåðà äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ

Ïóñòü AX = B ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÑËÀÓ (7), ïðè n = m,

òîãäà èç (10) ñëåäóåò, ÷òî

A−1B =
1

detA




A11 A21 ...An1

A12 A22 ...An2

... .. ...

A1n A2n ...Ann







b1
b2
...

bn


,

ñëåäîâàòåëüíî, xi =
1

detA
(b1A1i + b2A2i + ...+ bnAni) =

=
1

detA

(
(−1)1+ib1M1i + (−1)2+ib2M2i + ...+ (−1)n+ibnMni

)
=

=
1

detA

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ...b1 ... a1n
a21 a22 ...b2 ... a2n
... ... ... ... ...

an1 an2 ...bn ... ann
i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

xi =
∆i

detA
, (11)

ãäå ∆i - îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç A çàìåíîé ñòîëáöà

ai íà ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé B.

Ôîðìóëû (11) íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè Êðàìåðà.
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1.1.8 Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1) Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣

3 4 −5

8 7 −2

2 −1 8

∣∣∣∣∣∣
.

2) Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 3 4

2 1 −4 3

3 −4 −1 −2

4 3 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

3) �åøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ïî �îðìóëàì Êðàìåðà





2x+ y = 5,

x+ 3z = 16,

5y − z = 10.

.

4) Íàéòè ïðîèçâåäåíèÿAB èBA:A =

(
1 2 3

1 0 −1

)
, B =



3 4 5

6 0 −2

7 1 8



.

5) �åøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:





3x+ 4y + 2z = 8,

2x− 4y − 3z = −1,

x+ 5y + z = 0/

. Îòâåòû ê çà-

äàíèÿì: 1) 0; 2) 900; 3) (1;3;5); 4) AB =

(
36 7 25

−4 3 −3

)
, BA íå ñó-

ùåñòâóåò; 5) (2; � 1; 3);

1.2 Èññëåäîâàíèå ÑËÓ. Ìåòîä �àóññà

1.2.1 Ìåòîä �àóññà

Ïóñòü AX = B ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÑËÀÓ (7).

Ñóòü ìåòîäà �àóññà â òîì, ÷òîáû ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíè-

ÿìè ñòðîê, ïðèâåñòè ìàòðèöó A ê òðåóãîëüíîìó âèäó.

Ïðèìåð. �åøèòü ÑËÓ:





2x− 3y + 4z = 0,

5x+ 6z = 7,

8y − 9z = 10.

�åøåíèå:



2 −3 4

5 0 6

0 8 −9

∣∣∣∣∣∣

0

7

10


 ⇒ a1 : 2 ⇒



1 −3

2 2

5 0 6

0 8 −9

∣∣∣∣∣∣

0

7

10


⇒
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a2 − 5a1 ⇒



1 −3

2 2

0 15
2

−4

0 8 −9

∣∣∣∣∣∣

0

7

10


 ⇒ a2 :

15
2 ⇒



1 −3

2 2

0 1 − 8
15

0 8 −9

∣∣∣∣∣∣

0
14
15

10




⇒ a1+
3
2a2

a3−8a2
⇒



1 0 18

15

0 1 − 8
15

0 0 −71
15

∣∣∣∣∣∣

21
15
14
15
38
15


⇒ a3 :

−71
15

⇒



1 0 18

15

0 1 − 8
15

0 0 1

∣∣∣∣∣∣

21
15
14
15

−38
71




⇒ a1 − 18
15a3

a2 +
8
15a3

⇒



1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣

145
71
46
71

−38
71


 ⇒




145
71
46
71
−38
71


 .

1.2.2 Èññëåäîâàíèå ÑËÓ

�àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ÑËÓ): AX = B, A −
n×m .

ÑËÓ áóäåò ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé, åñëè:

◦ ïåðåñòàâëÿòü óðàâíåíèÿ ìåñòàìè,

◦ ëþáîå óðàâíåíèå óìíîæèòü íà íåíóëåâîå ÷èñëî,

◦ ïðèáàâèòü ê îäíîìó óðàâíåíèþ äðóãîå.

Äåéñòâèÿ ñ óðàâíåíèÿìè ðàâíîñèëüíû ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðà-

çîâàíèÿì ñòðîê ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû (A|B). Ïðåîáðàçî-

âàíèåì ñòðîê ïðèâåä¼ì (A|B) ê âèäó, ñîäåðæàùåìó ìàêñèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî íóëåé â ëåâîé ÷àñòè (êîý��èöèåíòû). Â ðåçóëüòàòå ïî-

ëó÷èì ÑËÓ A′X = B′, ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé, íî â ýòîé áóäóò

òîëüêî íåçàâèñèìûå óðàâíåíèÿ.

Âãëÿäèìñÿ â (A′|B′) ïðîàíàëèçèðóåì òî, ÷òî ïîëó÷èëîñü:

1. Åñëè ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê â A′|B′
áîëüøå ÷èñëà íåíóëåâûõ

ñòðîê â A′
, òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà (îíà ñîäåðæèò óðàâíåíèå

âèäà 0 = b, b 6= 0 ;

2. Åñëè ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê â (A′|B′) ðàâíî ÷èñëó íåíóëåâûõ

ñòðîê â A′
, òî ñèñòåìà ñîâìåñòíà;

3. Åñëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà è ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê â (A′|B′) ðàâíî
÷èñëó íåèçâåñòíûõ, òî îíà îïðåäåë¼ííàÿ;

4. Åñëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà è ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê â (A′|B′) ìåíü-
øå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî îíà íåîïðåäåë¼ííàÿ.
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Äðóãèõ âàðèàíòîâ íå áûâàåò.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ðåøåíèå ÑËÓ





x+ z = 3,

z + 2t = 0,

z − 2t = 0,

x− 2t = −1.
�åøåíèå:



1 1 0

0 1 2

0 1 −2

1 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3

0

0

−1


 ∼




1 1 0

0 1 2

0 1 −2

0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3

0

0

−4


 ∼




1 1 0

0 1 2

0 1 −2

0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3

0

0

−4


 ∼

∼




1 0 −2

0 1 2

0 0 −4

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3

0

0

−4


 ∼





x− 2t = 3,

z + 2t = 0,

−4t = 0,

0 = −4.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðîòèâîðå÷èâî. Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ðåøåíèå ÑËÓ





x + z = 2,

y + z = 2,

y + 2z + t = 4,

x− t = 0.
�åøåíèå:

(A|B) ∼




1 0 1 0

0 1 1 0

0 1 2 1

1 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

2

4

0


 ∼




1 0 1 0

0 1 1 0

0 1 2 1

0 0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

2

4

−2


 ∼




1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

2

2

−2


 ∼




1 0 0 0

0 1 0 −1

0 0 1 1

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0

0

2

0


⇒





x = 0,

y − t = 0,

z + t = 2,

0 = 0.

Íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé òîëüêî òðè. Ïåðåíåñ¼ì â êàæäîì óðàâíåíèè

ïîñëåäíþþ ïåðåìåííóþ â ïðàâóþ ÷àñòü:




1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0

t

2− t

0


⇒





x = 0,

y = C,

z = 2− C,

t = C,
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


0

C

2− C

C


 - îáùåå ðåøåíèå, ãäå C = const.

1.2.3 Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Èññëåäîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

1)





2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6,

3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4,

9x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2.

2)





3x1 − 5x2 + 2x3 + 4x4 = 2,

7x1 − 4x2 + x3 + 3x4 = 5,

5x1 + 7x2 − 4x3 − 6x4 = 3.

3)





9x1 − 3x2 + 5x3 + 6x4 = 4,

6x1 − 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5,

3x1 − x2 + 3x3 + 14x4 = −8.
Îòâåòû ê çàäàíèÿì: 1) Ñîâìåñòíàÿ è íåîïðåäåëåííàÿ; 2) Íåñîâ-

ìåñòíàÿ; 3) Ñîâìåñòíàÿ è íåîïðåäåëåííàÿ.

1.3 Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Îïåðàöèè íàä âåê-

òîðàìè. Áàçèñ

1.3.1 Âåêòîð. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðåçîê. Îïðåäåëÿþùèå õà-

ðàêòåðèñòèêè âåêòîðà: íàïðàâëåíèå è äëèíà. ℄ Âåêòîð îáîçíà÷àåòñÿ

êàê a.

Âåêòîð a ìîæåò áûòü îòëîæåí èç ëþáîé òî÷êè. Ôàêòè÷åñêè, âåê-

òîð � ýòî êëàññ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ.

Âåêòîð ñ íà÷àëîì â òî÷êå À è êîíöîì â òî÷êå Â îáîçíà÷àåòñÿ

AB.

Äëèíà |AB| âåêòîðà AB � ýòî äëèíà îòðåçêà AB.

Åäèíè÷íûé âåêòîð � ýòî âåêòîð äëèíà êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå.

Íóëåâîé âåêòîð � ýòî âåêòîð äëèíà êîòîðîãî ðàâíà íóëþ.

Åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëå-

íèåì âåêòîðà a, íàçûâàåòñÿ îðòîì âåêòîðà a è îáîçíà÷àåòñÿ āo.
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Âåêòîðû ïðîòèâîïîëîæíû, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è

ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ. Âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîðó

a, îáîçíà÷àåòñÿ −a
Âåêòîðû êîëëèíåàðíû, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå.

Âåêòîðû ðàâíû, åñëè îíè êîëëèíåàðíû è èìåþò ðàâíûå äëèíû.

Âåêòîðû êîìïëàíàðíû, åñëè îíè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b � ýòî óãîë â òðåóãîëüíèêå, ïîñòðî-

åííîì íà âåêòîðàõ a è b, îòëîæåííûõ èç îäíîé òî÷êè.

1.3.2 Îïåðàöèè ñ âåêòîðàìè

Ñóììà äâóõ âåêòîðîâ a è b � ýòî âåêòîð a + b, ïðîâåäåííûé èç

íà÷àëà a ê êîíöó b, åñëè íà÷àëî b ñîâïàäàåò ñ êîíöîì a. Ñëîæåíèå

âåêòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà.

�àçíîñòü äâóõ âåêòîðîâ a è b � ýòî âåêòîð a−b, ïðîâåäåííûé èç
êîíöà b ê êîíöó a , åñëè íà÷àëî a ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì b. Âû÷èòàíèå

âåêòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà.

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a 6= 0 íà ÷èñëî λ ∈ R íàçûâàåòñÿ âåêòîð

λa, êîòîðûé èìååò äëèíó |λ| · |a| è

• íàïðàâëåíèå âåêòîðà a, åñëè λ > 0;

• íàïðàâëåíèå âåêòîðà −a, åñëè λ < 0.

Çàìå÷àíèå: |a| · ao = a.

1.3.3 Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà îñü

Âåêòîðíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà a íà îñü l � ýòî âåêòîð, íà÷àëîì è

êîíöîì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîåêöèè íà÷àëà è êîíöà

âåêòîðà a íà äàííóþ îñü.

Ñêàëÿðíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà a íà îñü l � ýòî ÷èñëî, ìîäóëü êî-

òîðîãî ðàâåí äëèíå âåêòîðíîé ïðîåêöèè a íà îñü l. Îáîçíà÷åíèå:

ïðla.

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà a íà âåêòîð b � ýòî ïðîåêöèÿ âåêòîðà a íà

îñü, íàïðàâëåíèå êîòîðîé çàäàåò âåêòîð b. Îáîçíà÷åíèå: ïðba.

Ñâîéñòâà ïðîåêöèé

•
∣∣
ïðlAB

∣∣ =
∣∣A′B′

∣∣
;
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• ïðl

(
λ ·AB

)
= λ · ïðlAB;

• ïðl

(
AB + CD + EF

)
= ïðlAB + ïðlCD + ïðlEF.

1.3.4 Ïîíÿòèå î áàçèñå

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ - ýòî ñóììà ýòèõ âåêòîðîâ, óìíî-

æåííûõ íà íåêîòîðûå ÷èñëåííûå êîý��èöèåíòû:

ā = x1 · ā1 + x2 · ā2 + . . .+ xn · ān ,
x1, x2, . . . , xn - êîý��èöèåíòû.

Âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû (ìåæäó ñîáîé), åñëè êàêîé-ëèáî èç

íèõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.

Ìàêñèìàëüíàÿ ïî ðàçìåðó óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì.

Åñëè âåêòîð ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ

âåêòîðîâ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îí ðàçëîæåí ïî ýòîìó áàçèñó.

Êîý��èöèåíòû x1, x2, . . . , xn ïðè ðàçëîæåíèè âåêòîðà ā = ïî

áàçèñó < ā1, ā2, . . . , ān > íàçûâàþòñÿ åãî êîîðäèíàòàìè â ýòîì áà-

çèñå.

1.3.5 Äåêàðòîâà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

Áàçèñ íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè âñå åãî âåêòîðà åäè-

íè÷íû è âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ñîâîêóïíîñòü �èêñèðîâàííîé òî÷êè O (íà÷àëî êîîðäèíàò) è îð-

òîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñè-

ñòåìîé êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå.

Íàïðèìåð,

O è îðòû ī, j̄ - ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñ-

êîñòè;

O è îðòû ī, j̄, . . . , k̄ - ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò

â ïðîñòðàíñòâå.

Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò â íàïðàâëåíèè áà-

çèñíûõ âåêòîðîâ íàçûâàþòñÿ îñÿìè êîîðäèíàò.

Âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó À íàçûâàåòñÿ

å¼ ðàäèóñ-âåêòîðîì. Ñêàëÿðíûå ïðîåêöèè âåêòîðà íà êîîðäèíàòíûå

îñè � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû âåêòîðà.
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Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà � óãëû, ìåæäó âåêòîðîì è

îñÿìè êîîðäèíàò.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîåêöèè âåêòîðà íà âåêòîð ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî âåêòîðà ā = (x, y, z), îðò, äèíà è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè (12):

ā0 =
ā

|ā| =
(
x

|ā| ,
y

|ā| ,
z

|ā|

)
= (cosα, cos β, cosγ) . (12)

Îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè â êîîðäèíàòàõ.

Ïóñòü ā = xa · ī+ ya · j̄ + za · k̄ = (xa, ya, za)

è b̄ = xb · ī+ yb · j̄ + zb · k̄ = (xb, yb, zb), òîãäà

ā± b̄ = (xa ± xb) · ī+ (ya ± yb) · j̄ + (za ± zb) · k̄;
λā = (λxa) · ī+ (λya) · j̄ + (λza) · k̄.

1.3.6 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ � ýòî ÷èñëî ā · b̄ = |ā| |b̄| cos ̂̄ab̄,
ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëåé âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íè-

ìè. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

ā = (xa, ya, za), b̄ = (xb, yb, zb) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

ā · b̄ = xaxb + yayb + zazb. (13)

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è �îðìóëû (13) ñëå-

äóåò, ÷òî

1. ā · b̄ = b̄ · ā;

2. λ(ā · b̄) = (λā) · b̄ = ā · (λb̄);

3. ā · (b̄+ c̄) = ā · b̄+ ā · c̄;

4. ā · b̄ = |ā| · ïðāb̄ =
∣∣b̄
∣∣ · ïðb̄ā;

5. cosα = ā·b̄
|~a|·|~b| ;

6. ā2 = ā · ā = |ā|2;

7. ā⊥b̄⇔ ā · b̄ = 0.
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1.3.7 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ā, b̄ � ýòî âåêòîð ā × b̄ äëèíà

êîòîðîãî ðàâíà: |ā| |b̄| sin ̂̄ab̄, à íàïðàâëåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíî îáîèì
âåêòîðàì ā, b̄, ïðè÷¼ì òàê, ÷òî òðîéêà âåêòîðîâ (ā, b̄, ā× b̄) ïðàâàÿ.

Òðîéêà âåêòîðîâ (ā, b̄, c̄) ïðàâàÿ, åñëè ïîâîðîò îò ā ê b̄, âèäèìûé

ñ êîíöà c̄, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò ìåñòî �îðìóëà:

ā× b̄ =

∣∣∣∣∣∣

ī j̄ k̄

xa ya za
xb yb zb

∣∣∣∣∣∣
. (14)

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è �îðìóëû (14), ñëå-

äóåò, ÷òî

1. ā× b̄ = −b̄× ā;

2. λ(ā× b̄) = (λā)× b̄ = ā× (λb̄);

3. ā× (b̄+ c̄) = ā× b̄+ ā× c̄;

4. |ā× b̄| = Sab;

5. ā||b̄ ⇔ ā× b̄ = 0.

1.3.8 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîèç-

âåäåíèå ïåðâûõ äâóõ âåêòîðîâ, óìíîæåííîå ñêàëÿðíî íà òðåòèé:

ā, b̄, c̄ = (ā× b̄) · c̄.
Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëÿåò-

ñÿ ïî �îðìóëå:

āb̄c̄ =

∣∣∣∣∣∣

xa ya za
xb yb zb
xc yc zc

∣∣∣∣∣∣
. (15)

Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Èç îïðåäåëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è �îðìóëû (15), ñëå-

äóåò, ÷òî
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1. Ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñîìíîæèòåëåé ìåñòàìè, ïðîèçâåäåíèå

ìåíÿåò çíàê.

2. Åñëè âåêòîðà êîìïëàíàðíû, òî èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâ-

íî 0.

3. Ìîäóëü ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ðàâåí îáúåìó ïà-

ðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ.

1.3.9 Âàæíûå �àêòû

1. Âåêòîðà îðòîãîíàëüíû ⇔ èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0:

ā⊥b̄ ⇔ ā · b̄ = 0 ⇔ xaxb + yayb + zazb = 0.

2. Âåêòîðà êîëëèíåàðíû ⇔ èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0:

ā||b̄ ⇔ xa

xb
= ya

yb
= za

zb
= k ⇔ ā× b̄ =

∣∣∣∣∣∣

ī j̄ k̄

xa ya za
xb yb zb

∣∣∣∣∣∣
= 0.

3. Âåêòîðà êîìïëàíàðíû ⇔ èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0:

ā, b̄, c̄||P ⇔ āb̄c̄ = 0 ⇔

∣∣∣∣∣∣

xa ya za
xb yb zb
xc yc zc

∣∣∣∣∣∣
= 0.

1.3.10 Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1) - 5) Çàäàíû âåêòîðû ā = (−1, 2, 0), b̄ = (3, 1, 1), c̄ = (2, 0, 1) è

d̄ = ā− 2b̄+ 1
3
c̄. Âû÷èñëèòü:

1) äëèíó |ā|;
2) êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà ā0 âåêòîðà ā;

3) cos(ā, j̄);

4) êîîðäèíàòó dx âåêòîðà d̄;

5) ïðîåêöèþ ïðj̄d̄.

6)Äàíû äâå ñìåæíûå âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììàA(−2, 6),B(2, 8)

è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé M(2, 2). Íàéòè äâå äðóãèå âåð-

øèíû.
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7) Âû÷èñëèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìèA(1, 1, 1),B(2, 3, 4)

è C(4, 3, 2). Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ âåêòîðîâ.

Îòâåòû ê çàäàíèÿì. 1)

√
5; 2) (−1/

√
5, 2/

√
5, 0); 3) 2/

√
5; 4)

−19/3; 5) 0; 6) C(6,−2), D(2,−4); 7) 2
√
6.

1.4 Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàí-

ñòâå. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå. Èñ-

ñëåäîâàíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê,

ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé

1.4.1 Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîé (è å¼ óðàâíåíèÿ) íåîáõîäèì îäèí èç íàáîðîâ

äàííûõ:

1) äâå òî÷êè M1 è M2;

2) òî÷êà Mo è íàïðàâëåíèå q̄;

3) òî÷êà Mo è íîðìàëü n̄.

Èç ýòîãî ìû ñîñòàâèì:

• îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè;

• óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ;

• êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé;

• óðàâíåíèå "÷åðåç äâå òî÷êè";

• ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé;

• óðàâíåíèå 
 óãëîâûì êîý��èöèåíòîì.

Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè

Ïóñòü çàäàíà òî÷êà Mo(xo, yo) è âåêòîð íîðìàëè n̄ = (xn, yn) (�èñó-

íîê 1.). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êèM(x, y), ëåæàùåé íà ïðÿìîé,

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

n̄ ·MoM = 0,
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Ïðåîáðàçóåì ýòî ðàâåíñòâî:

MoM = (x− xo, y − yo),

(xn, yn) · (x− xo, y − yo) = 0,

xn(x− xo) + yn(y − yo) = 0,

A︸︷︷︸
xn

x+ B︸︷︷︸
yn

y + C︸︷︷︸
−xnxo−ynyo

= 0.

Ïîëó÷èì îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé:

Ax+ By + C = 0. (16)

�èñóíîê 1 - Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè

Äàëåå, âåêòîð íîðìàëè áóäåì îáîçíà÷àòü n̄ = (A,B).

Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ

Äàíî îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé (16): Ax+By + C = 0.

Åñëè êîý��èöèåíòû A, B, C íå ðàíû íóëþ, òî ïðåîáðàçóåì (16):

x

−C/A +
y

−C/B = 1, a = −C/A, b = −C/B.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ:

x

a
+
y

b
= 1. (17)

Ýòà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (a, 0), (0, b) (�èñóíîê 2), ò.å. îò-

ñåêàåò îòðåçêè äëèíû a è b íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ Ox, Oy.
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�èñóíîê 2 - Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé

Ïóñòü çàäàíà òî÷êà Mo(xo, yo) è íàïðàâëÿþùèé âåêòîð q̄ = (xq, yq)

(�èñóíîê 3). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè ïðÿìîé êîîðäèíàòû ýòèõ âåê-

òîðîâ ïðîïîðöèîíàëüíû, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî MoM ||q̄, ïðå-
îáðàçóÿ êîòîðîå ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé:

x− xo
xq

=
y − yo
yq

. (18)

�èñóíîê 3 - Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé

Óðàâíåíèå "÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè"

Ïóñòü äàíû äâå òî÷êè: M1(x1, y1) è òî÷êà M2(x2, y2) (�èñóíîê 4).

�èñóíîê 4 - Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå

òî÷êè
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Ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì (18), â êà÷å-

ñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ìîæíî âçÿòü âåêòîð M1M2, à â êà÷å-

ñòâå "òî÷êè ñ ïðÿìîé" M1(x1, y1) è ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïðÿìîé,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè:

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

. (19)

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

Ïðåîáðàçóåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé (18):

x− xo
xq

=
y − yo
yq

,

x− xo
xq

=
y − yo
yq

= t,

{
x− x0 = t xq
y − y0 = t yq,

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé èìåþò âèä:

{
x = t xq + x0,

y = t yq + y0,
(20)

Óðàâíåíèå 
 óãëîâûì êîý��èöèåíòîì

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ (17):

x

a
+
y

b
= 1,

y = − b
a
x+ b,

k = − b
a
- óãëîâîé êîý��èöèåíò ïðÿìîé,

y = kx+ b - óðàâíåíèå 
 óãëîâûì êîý��èöèåíòîì.
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1.4.2 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ

Ïóñòü äàíà òî÷êà Mo(xo, yo) è ïðÿìàÿ l : Ax + By + C = 0, òîãäà

ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé l ðàâíî äëèíå âåêòîðíîé ïðîåêöèè

ëþáîãî âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî ýòó òî÷êó ñ ïðÿìîé, íà íîðìàëü ê l

, (�èñóíîê 5):

ρ(Mo, l) = ïðn̄MMo =
|Ax0 + By0 + C|√

A2 + B2
. (21)

�èñóíîê 5 - Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ

�àññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ìîæíî âû÷èñëèòü èñ-

ïîëüçóÿ �îðìóëó (21). Ïóñòü äàíû äâå ïðÿìûå l1, l2, èõ âåêòîðû

íîðìàëè n̄1, n̄2, òîãäà

1) ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, åñëè èõ âåêòîðû íîðìàëè êîëëèíåàðíû:

n̄1 = αn̄2, α ∈ R;

2) åñëè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, òî óãîë ϕ ìåæäó íèìè ðàâåí óãëó

ìåæäó èõ íîðìàëÿìè: cosϕ =
n̄1 · n̄2

| n̄1 | · | n̄2 |
.

Ïóñòü äàíû äâå ïðÿìûå l1, l2 è èçâåñòíû èõ íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû

q̄1, q̄2, òîãäà

1) ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, åñëè èõ íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû êîëëèíå-

àðíû: q̄1 = αq̄2, α ∈ R;

2) åñëè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, òî óãîë ϕ ìåæäó íèìè ðàâåí óãëó

ìåæäó èõ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè: cosϕ =
q̄1 · q̄2

| q̄1 | · | q̄2 |
.
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1.4.3 Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå

Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå

Äàíà òî÷êà Mo(xo, yo, zo) ∈ P è âåêòîð íîðìàëè n̄P = (A,B, C)

(�èñóíîê 6). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè M ∈ P , âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

n̄P · MoM = 0, ÷òî äàåò îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðî-

ñòðàíñòâå:

Ax+ By + Cz +D = 0. (22)

�èñóíîê 6 - Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ

Ïóñòü äàíî îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè (22): Ax+By+Cz+D = 0.

Åñëè êîý��èöèåíòû A,B, C,D íå ðàâíû 0, òî åãî ìîæíî ïðèâå-

ñòè ê âèäó

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1, (23)

ãäå a, b, c îòðåçêè, îòñåêàåìûå ïëîñêîñòüþ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ

(�èñóíîê 7).

�èñóíîê 7 - Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ
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Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè äàííûå òî÷êè

Ïóñòü äàíû òðè òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ïëîñêîñòè è íå ëåæàùèå íà

îäíîé ïðÿìîé (�èñóíîê 8):M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3).

ÏóñòüM(x, y, z) - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Òîãäà âåêòîðû

M1M, M1M2, M1M3 êîìïëàíàðíû, à çíà÷èò èõ ñìåøàííîå ïðîèç-

âåäåíèå ðàâíî íóëþ: M1MM1M2M1M3 = 0

�èñóíîê 8 - Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè äàííûå

òî÷êè

È óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè äàííûå òî÷êè èìååò

âèä ∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣
= 0. (24)

Çàìå÷àíèå. Åñëè âìåñòî òð¼õ òî÷åê çàäàíû äâå òî÷êè è âåêòîð

èç ïëîñêîñòè èëè òî÷êà è äâà âåêòîðà, òî èäåÿ îñòàåòñÿ òàêàÿ æå -

ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0.

1.4.4 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïëîñêîñòåé

Ïóñòü äàíû îáùèå óðàâíåíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå:

A1x+ B1y + C1z +D1 = 0 è A2x+ B2y + C2z +D2 = 0.

Åñëè ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû (�èñóíîê 9, ñëåâà), òî èõ íîðìàëè êîë-

ëèíåàðíû:

A 1

A 2
=
B 1

B 2
=
C 1

C 2
.

Åñëè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ (�èñóíîê 9, ñïðàâà), òî óãîë ìåæäó

íèìè ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íîðìàëÿìè: cosϕ =
n̄1 · n̄2

|n̄1| · |n̄2|
.
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�èñóíîê 9 - Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïëîñêîñòåé

1.4.5 �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè

�àññòîÿíèå îò òî÷êè Mo(xo, yo, zo) äî ïëîñêîñòè P : Ax + By +

Cz +D = 0, êàê è â (21), ðàâíî äëèíå ñêàëÿðíîé ïðîåêöèè ëþáîãî

âåêòîðà MoM1, M1 ∈ P íà íîðìàëü ê ïëîñêîñòè P :

d(Mo, P ) =
∣∣
ïðn̄M1M0

∣∣ = |Ax0 + By0 + Cz0 +D|√
A2 + B2 + C2

(25)

�èñóíîê 10 - �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè

1.4.6 Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå îäíèì óðàâíåíèåì çàäàòü íåëüçÿ. Ñìèðè-

òåñü. Íåîáõîäèìî ðîâíî äâà óðàâíåíèÿ. Íó â ïàðàìåòðè÷åñêîì ñëó-

÷àå - òðè. Ïîýòîìó âåçäå äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ìíîæåñòâåííîå ÷èñëî

"óðàâíåíèß". Ñëåäóþùèå âèäû óðàâíåíèé çíàòü êðàéíå ïîëåçíî è

äàæå íåîáõîäèìî.
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Îáùèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé.

Ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà, êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé:

l :

{
A 1x+ B 1y + C 1z +D 1 = 0 ,

A 2x+ B2y + C2z +D2 = 0 .
(26)

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

Åñëè èçâåñòíà êàêàÿ-ëèáî òî÷êà Mo(xo, yo, zo), ïðèíàäëåæàùàÿ ïðÿ-

ìîé è íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé q̄ = (xq, yq, zq), òî óðàâíåíèå

ïðÿìîé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

x− x0
xq

=
y − y0
yq

=
z − z0
zq

(27)

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

Åñëè èçâåñòíû êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (27), òî èõ ìîæíî áûñòðî

ïðåîáðàçîâàòü â ïàðàìåòðè÷åñêèå:

x− xo
xq

=
y − yo
yq

=
z − zo
zq

= t ⇒





x = xo + t · xq
y = yo + t · yq
z = zo + t · zq

(28)

Óðàâíåíèå "÷åðåç äâå òî÷êè"

Ïóñòü äàíû äâå òî÷êè: M1(x1, y1, z1) è òî÷êà M2(x2, y2, z2). Òîãäà,

âçÿâ â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîð M1M2, èç (27) ïîëó÷èì:

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

. (29)

Ïåðåõîä îò îáùèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé ê êàíîíè÷åñêèì: èí-

ñòðóêöèÿ

Ïóñòü äàíû îáùèå óðàâíåíèÿ (22), à çíà÷èò è íîðìàëè ïëîñêîñòåé.

Äëÿ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåáóåòñÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðÿ-

ìîé è íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé. Â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî
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âåêòîðà âîçüìèòå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëåé;

{
A1x +B1y + C1z +D 1 = 0 ,

A2x+ B2y + C2z +D2 = 0 .
⇒ q̄ = n̄1 × n̄2 =

∣∣∣∣∣∣

ī j̄ k̄

A1 B1 C1

A2 B2 C2

∣∣∣∣∣∣

â êà÷åñòâå "òî÷êè ñ ïðÿìîé� ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû îáùèõ óðàâ-

íåíèé.

{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0.
∼





xo := 0

B1y + C1z = −D1,

B2y + C2z = −D2.

⇒ Mo(0, yo, zo)

Èíîãäà x = 0 íåóäîáíî èëè íåâîçìîæíî. Ïðîáóéòå ïîäñòàâëÿòü äðó-

ãèå çíà÷åíèÿ. Èëè âìåñòî äðóãèõ ïåðåìåííûõ.

�îòîâî. Ïîëó÷åííûå äàííûå ìîæíî ïîäñòàâëÿòü â �îðìóëó (27)

1.4.7 �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü äàíà òî÷êà M1(x1, y1, z1), ïðÿìàÿ

l :
x− x0
xq

=
y − y0
yq

=
z − z0
zq

,

è òðåáóåòñÿ íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâåñòè

ïåðïåíäèêóëÿð îò òî÷êè ê ïðÿìîé è âû÷èñëèòü åãî äëèíó (�èñóíîê

11). Èç óðàâíåíèÿ ïðÿìîé èìååì òî÷êó, ëåæàùóþ íà ïðÿìîé Mo è

íàïðàâëÿþùèé âåêòîð q̄.

�èñóíîê 11 - �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè |M1M2|, íàéä¼ì |MoM1|, êàê äëèíó âåêòîðà,

çàòåì âû÷èñëèì äëèíó ñêàëÿðíîé ïðîåêöèè - |MoM2|:

|MoM2| = |ïðq̄MoM1|.
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Òåïåðü, ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà,

|M1M2| =
√

|M0M1|2 − |M0M2|2.

Â îáùåì âèäå:

ρ2(M1, l) = |MoM1|2 −
(
MoM1 · q̄

|q̄|

)2

. (30)

Çàìå÷àíèå: ìîæíî èñïîëüçîâàòü �îðìóëó

ρ(M1, l) =
|MoM1 × q̄|

|q̄| . (31)

1.4.8 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü çàäàíû êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ (27):

l1 :
x− x1
xq1

=
y − y1
yq1

=
z − z1
z q1

, l2 :
x− x2
xq2

=
y − y2
yq2

=
z − z2
zq2

Ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, åñëè èõ íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû êîëëèíåàð-

íû:

q̄1 = λq̄2, λ ∈ R.

�àññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè � ýòî ðàññòîÿíèå îò

ëþáîé òî÷êè ïåðâîé ïðÿìîé äî âòîðîé ïðÿìîé, êîòîðîå ìîæíî íàéòè

ñîãëàñíî (31):

ρ(l1, l2) =
|M1M2 × q̄1|

|q̄1|
=

|M1M2 × q̄2|
|q̄2|

.

Åñëè ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû, òî âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: ïðÿìûå

ñêðåùèâàþùèåñÿ èëè ïåðåñåêàþùèåñÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìîæíî íàé-

òè óãîë è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, à âî âòîðîì - òîëüêî óãîë. Ïðÿìûå

ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè âåêòîðà M1M2, q̄1, q̄2 êîìïëàíàðíû:

l1 ∩ l2 6= ∅ ⇒M1M2q̄1q̄2 =

∣∣∣∣∣∣

xq1 yq1 zq1
xq2 yq2 zq2

x1 − x2 y1 − y2 z1 − z2

∣∣∣∣∣∣
= 0
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Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íàïðàâëÿþùèìè âåêòî-

ðàìè:

cos l̂1l2 =
q̄1 · q̄2

|q̄1| · |q̄2|
. (32)

Åñëè ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå íå ïàðàëëåëüíû è íå ïåðåñåêàþòñÿ,

òî îíè ñêðåùèâàþùèåñÿ. �àññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿ-

ìûìè � ýòî ìîäóëü ïðîåêöèè ëþáîãî âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè

ýòèõ ïðÿìûõ íà ïåðïåíäèêóëÿð ê ýòèì ïðÿìûì (�èñóíîê 12):

�èñóíîê 12 - �àññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè

1.4.9 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â ïðî-

ñòðàíñòâå

Ïóñòü äàíû óðàâíåíèÿ ïðÿìîé (27) è ïëîñêîñòè (16):

l :
x− x0
xq

=
y − y0
yq

=
z − z0
zq

P : Ax+ By + Cz +D = 0.

�èñóíîê 13 - Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü ñëåäóþ-

ùèì: ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü,

ïðÿìàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè.
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Åñëè ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, òî å¼ íàïðàâëÿþùèé âåê-

òîð ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó íîðìàëè ýòîé ïëîñêîñòè:

cos ̂̄qn̄ =
q̄ · n̄
|q̄| |n̄| = 0.

�àññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò ëþáîé

òî÷êè ïðÿìîé äî ïëîñêîñòè (26):

ρ(l, P ) = ρ(Mo, P ) =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 + B2 + C2

Ïðÿìàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè, åñëè îíà ïàðàëëåëüíà P è ðàññòîÿíèå

äî P ðàâíî 0.

Ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü, åñëè ìåæäó íèìè åñòü óãîë (�è-

ñóíîê 14). Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ è ïðÿìîé ìîæíî íàéòè çíàÿ íà-

ïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé è íîðìàëü ê ïëîñêîñòè (à èõ ìû íàéäåì

èç óðàâíåíèé):

cos ̂̄qn̄ =
q̄ · n̄
|q̄| |n̄| 6= 0,

sin l̂, P = cos ̂̄qn̄ =
q̄ · n̄
|q̄| |n̄| ,

Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ

l̂, P = ar
sin

(
q̄ · n̄
|q̄| |n̄|

)
(33)

�èñóíîê 14 - Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ
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1.4.10 Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1) Çàäàíû ïëîñêîñòü P : −2x+ y− z+1 = 0 è òî÷êà M(1, 1, 1). Íà-

ïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè P ′
, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M ïàðàë-

ëåëüíî ïëîñêîñòè P , è âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè.

2) Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(1, 2, 0)

è B(2, 1, 1) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ā = (3, 0, 1).

3) Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷-

êè A(1,−2, 1) è B(3, 1,−1).

4) Ïðÿìàÿ L çàäàíà îáùèìè óðàâíåíèÿìè:

{
x+ 2y − 3z − 5 = 0,

2x− y + z + 2 = 0.
Íàïèñàòü äëÿ íåå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, íàéòè íàïðàâëÿþùèé

âåêòîð.

5) Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé

x−1
2 = y+2

1 = z−2
1 ñ

ïëîñêîñòüþ 3x− y + 2z + 5 = 0.

Îòâåòû ê çàäàíèÿì. 1) 2x− y+ z− 2 = 0, 1/
√
6; 2) −x+2y+

3z − 3 = 0; 3) x−1
2

= y+2
3

= z−1
−2

; 4) q̄ = (1, 7, 5); 5) (−3;−4; 0).

1.5 Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà: ãåîìåòðè÷åñêèå è

îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà

1.5.1 Ýëëèïñ

Ýëëèïñ � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê (�ÌÒ) ïëîñêîñòè, ñóììà

ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî äâóõ �èêñèðîâàííûõ òî÷åê - �îêóñîâ

F1, F2, ïîñòîÿííà (ðàâíà 2a):

|F1M |+ |F2M | = 2a.

�èñóíîê 15 - Ýëëèïñ
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Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò (�èñóíîê 15) è çàïèøåì óðàâíåíèå â êî-

îðäèíàòíîé �îðìå:

|(x+ c, y)|+ |(x− c, y)| = 2a,

√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a,

x2

a2
+

y2

a2 − c2
= 1,

x2

a2
+
y2

b2
= 1, c2 = a2 − b2, (34)

ãäå a, b - áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè, e =
c

a
- ýêñöåíòðèñèòåò ýë-

ëèïñà.

1.5.2 �èïåðáîëà

�èïåðáîëà � �ÌÒ ïëîñêîñòè, ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî

äâóõ �èêñèðîâàííûõ òî÷åê - �îêóñîâ F1, F2 ïîñòîÿííà è ðàâíà 2a

(�èñóíîê 16). ∣∣|F1M | − |F2M |
∣∣ = 2a.

Â êîîðäèíàòíîé �îðìå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèä

x2

a2
− y2

b2
= 1, c2 = a2 + b2. (35)

�èñóíîê 16 - �èïåðáîëà

y = ± b
a
x - àñèìïòîòû ãèïåðáîëû, e =

c

a
- ýêñöåíòðèñèòåò.
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1.5.3 Ïàðàáîëà

Ïàðàáîëà � �ÌÒ ïëîñêîñòè, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî �èêñèðî-

âàííîé ïðÿìîé d è äî �èêñèðîâàííîé òî÷êè F (F /∈ d) îäèíàêîâî

(�èñóíîê 17); F � �îêóñ ïàðàáîëû, d � äèðåêòðèñà.

Óðàâíåíèå â êîîðäèíàòíîé �îðìå:

y2 = 2px (36)

�èñóíîê 17 - Ïàðàáîëà

1.5.4 Îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà

Åñëè èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ â �îêóñå ýëëèïòè÷åñêîãî çåðêàëà,

òî ëó÷è, îòðàçèâøèñü îò çåðêàëà, ñîáèðàþòñÿ â äðóãîì �îêóñå (�è-

ñóíîê 18, ñëåâà).

Åñëè èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ â �îêóñå ãèïåðáîëè÷åñêîãî çåðêàëà,

òî ëó÷è, îòðàçèâøèñü îò çåðêàëà, èäóò òàê, êàê åñëè áû îíè èñõîäè-

ëè èç äðóãîãî �îêóñà (�èñóíîê 18, â öåíòðå).

Åñëè èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ â �îêóñå ïàðàáîëè÷åñêîãî çåðêàëà,

òî ëó÷è, îòðàçèâøèñü îò çåðêàëà, èäóò ïàðàëëåëüíî îñè (�èñóíîê

18, ñïðàâà).

�èñóíîê 18 - Îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà
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1.5.5 Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, åñëè

1) a = 3, b = 2;

2) a = 5, c = 4;

3) c = 3, e = 3/5;

4) b = 5, e = 12/13.

Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, åñëè

5) a = 2, b = 3;

6) b = 4, c = 5;

7) c = 3, e = 3/2;

8) a = 8, e = 5/4;

9) c = 10 è óðàâíåíèÿ àñèìïòîò y = ±4
3x.

Îòâåòû ê çàäàíèÿì: 1) x2/9 + y2/4 = 1; 2) x2/25 + y2/9 = 1;

3) x2/25 + y2/16 = 1; 4) x2/169 + y2/25 = 1. 5) x2/4 − y2/9 = 1;

6) x2/9 − y2/16 = 1; 7) x2/4 − y2/5 = 1; 8) x2/64 − y2/36 = 1; 9)

x2/36− y2/64 = 1.

1.6 Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà çàäà¼ò óðàâíåíèå âèäà

a11x
2+a22y

2+a33z
2+2a12xy+2a13xz+2a23yz+2a1x+2a2y+2a3z+a = 0.

Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ñìåøàííûõ ñëà-

ãàåìûõ è ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1)
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1;

2)
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1;

3)
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1;

4)
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0;

5)
x2

a2
+
y2

b2
= 2z;

6)
x2

a2
− y2

b2
= 2z;
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7) îäíà èç ïåðåìåííûõ ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò

Íà ðèñóíêàõ 19-23 ïðåäñòàâëåíû óðàâíåíèÿ îñíîâíûõ ïîâåðõíîñòåé

âòîðîãî ïîðÿäêà è èõ ñõåìàòè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ.

1.6.1 Ýëëèïñîèä

�èñóíîê 19 - Ýëëèïñîèä

1.6.2 �èïåðáîëîèäû: îäíîïîëîñòíûé è äâóïîëîñòíûé

�èñóíîê 20 - Ïðèìåðû ãèïåðáîëîèäîâ
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1.6.3 Êîíóñ

�èñóíîê 21 - Êîíóñ

1.6.4 Ïàðàáîëîèäû: ýëëèïòè÷åñêèé è ãèïåðáîëè÷åñêèé

�èñóíîê 22 - Ïðèìåðû ïàðàáîëîèäîâ

1.6.5 Öèëèíäðû

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü, êîòîðóþ îïèñû-

âàåò ïðÿìàÿ (îáðàçóþùàÿ), ïåðåìåùàþùàÿñÿ âäîëü íåêîòîðîé ïëîñ-

êîé êðèâîé (íàïðàâëÿþùåé).
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�èñóíîê 23 - Öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

Íà ëåâîì ðèñóíêå 23 íàïðàâëÿþùàÿ - ýëëèïñ; íà ïðàâîì - ïàðàáîëà.

1.7 Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè ê ðàçäåëó 1

1. ×òî òàêîå ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà?

2. Êàê íàõîäÿò ñóììó è ðàçíîñòü ìàòðèö?

3. Êàê ïðîèçâîäèòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî?

4. ×òî íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû?

5. ×òî íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ êâàäðàòíîé ìàòðèöû?

6. Êàêèå áûâàþò ñïåöèàëüíûå âèäû ìàòðèö?

7. ×òî òàêîå îáðàòíàÿ ìàòðèöà?

8. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 2ãî ïîðÿäêà?

9. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 3ãî ïîðÿäêà?

10. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 4ãî è âûøå ïîðÿäêà?

11. Êàêèå âû çíàåòå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ?

12. ×òî òàêîå ìèíîð ê-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû?

13. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà ìàò-

ðèöû?

14. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà?

15. ×òî òàêîå ÑËÓ?

16. ×òî òàêîå ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ÑËÓ?

17. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ìåòîä Êðàìåðà?

18. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ìåòîä �àóññà?

19. Êàêèå áûâàþò òèïû ÑËÓ?

20. ×òî òàêîå ñîâìåñòíàÿ ÑËÓ?
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21. ×òî òàêîå îïðåäåëåííàÿ ÑËÓ?

22. ×òî òàêîå ðàíã ìàòðèöû?

23. Êàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàíãîì ìàòðèöû è ñîâìåñòíîñòüþ ÑËÓ?

24. ×òî òàêîå âåêòîð?

25. ×òî òàêîå ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà îñü?

26. ×òî òàêîå êîëëèíåàðíûå âåêòîðû?

27. ×òî òàêîå êîìïëàíàðíûå âåêòîðû?

28. ×òî òàêîå ðàäèóñ-âåêòîð?

29. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ñóììà/ðàçíîñòü âåêòîðîâ?

30. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè?

31. ×òî òàêîå áàçèñ?

32. ×òî íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì âåêòîðà ïî áàçèñó?

33. ×òî òàêîå äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò?

34. ×òî òàêîå îðò?

35. Êàê îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà?

36. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè?

37. ×òî òàêîå íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà?

38. ×òî òàêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ?

39. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîîðäèíàòíîé

�îðìå?

40. Êàêèå âû çíàåòå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ?

41. ×òî òàêîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ?

42. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîîðäèíàòíîé

�îðìå?

43. ×òî òàêîå ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ?

44. Êàêèå âû çíàåòå ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ?

45. Êàêèå âû çíàåòå ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ?

46. ×òî òàêîå ëåâàÿ/ïðàâàÿ òðîéêà âåêòîðîâ?

47. Êàê çàäàåòñÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè?

48. Êàê çàäàåòñÿ ïîâåðõíîñòü?

49. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå?

50. Êàê íàõîäèòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ëèíèé íà ïëîñêîñòè?

51. Êàê íàõîäèòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè è ïîâåðõíîñòè?

52. ×òî íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé?

53. ×òî íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè?

54. Êàêèå áûâàþò òèïû óðàâíåíèé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè?
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55. Êàêèå ñóùåñòâóþò ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ïðÿ-

ìûõ íà ïëîñêîñòè?

56. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè?

57. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïðÿìûõ íà

ïëîñêîñòè?

58. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿ-

ìûõ íà ïëîñêîñòè?

59. ×òî íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè?

60. Êàêèå áûâàþò òèïû óðàâíåíèé ïëîñêîñòè è êàêèå ïàðàìåòðû

ñîäåðæèò êàæäîå èç íèõ?

61. Êàêèå ñóùåñòâóþò ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ïëîñ-

êîñòåé?

62. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ óãîë ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè?

63. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïëîñêî-

ñòåé?

64. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïëîñ-

êîñòåé?

65. Êàêèå áûâàþò òèïû óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå?

66. Êàêèå ñóùåñòâóþò ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ïðÿ-

ìûõ â ïðîñòðàíñòâå?

67. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè â ïðîñòðàí-

ñòâå?

68. Êàêèå ñóùåñòâóþò ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìîé

è ïëîñêîñòè?

69. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìîé è ïëîñ-

êîñòè?

70. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è

ïëîñêîñòè?

71. Êàê íàõîäèòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè?

72. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ?

73. Êàêèå êðèâûå íà ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ êðèâûìè âòîðîãî ïî-

ðÿäêà?

74. Êàêèå ïàðàìåòðû ñîäåðæàò êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâûõ

âòîðîãî ïîðÿäêà?

75. Ñêîëüêî âåðøèí ó êàæäîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà?

76. Ñêîëüêî �îêóñîâ ó êàæäîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà?
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77. Ñêîëüêî îñåé ñèììåòðèè ó êàæäîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà?

78. Êàêèå ñâîéñòâà êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñâÿçàíû ñ èõ �îêó-

ñàìè (�îêàëüíûå ñâîéñòâà)?

2 Ôóíêöèè. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü

2.1 Ïîíÿòèå �óíêöèè. Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå

�óíêöèè. Ïðåäåë �óíêöèè â òî÷êå. Îäíîñòî-

ðîííèå ïðåäåëû. Áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ è áåñ-

êîíå÷íî ìàëàÿ �óíêöèè

Ñîäåðæàíèå ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ - áàçîâûå "øêîëüíûå"ñâåäåíèÿ,

êîòîðûå íåîáõîäèìî îñâåæèòü â ïàìÿòè ïåðåä èçó÷åíèåì áîëåå ñëîæ-

íûõ ñâîéñòâ è òåîðåì.

2.1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ôóíêöèÿ� ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ïåðåìåííîé x ñîîòâåòñòâóåò îïðå-

äåë¼ííîå çíà÷åíèå äðóãîé ïåðåìåííîé y. Ïðè ýòîì, y = y(x) � çà-

âèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ èëè �óíêöèÿ, x � íåçàâèñèìàÿ ïåðå-

ìåííàÿ èëè àðãóìåíò �óíêöèè.

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: D(f) � îá-

ëàñòü îïðåäåëåíèÿ � çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿ-

þòñÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè. E(f) � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé çàâèñèìîé

ïåðåìåííîé.

Åñòåñòâåííàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � ìíîæåñòâî âñåõ çíà-

÷åíèé àðãóìåíòà, ïðè êîòîðûõ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå

çíà÷åíèÿ.

2.1.2 Òèïû �óíêöèé

×åòíàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f(−x) = f(x).

Íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f(−x) = −f(x).
Ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f(x+T ) = f(x),

ãäå T � ïåðèîä �óíêöèè.
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Âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ � �óíêöèÿ, ó êîòîðîé ïðè âîçðàñòàíèè

àðãóìåíòà âîçðàñòàåò è çíà÷åíèå �óíêöèè:

x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).

Óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ � �óíêöèÿ, ó êîòîðîé ïðè óáûâàíèè àð-

ãóìåíòà óáûâàåò è çíà÷åíèå �óíêöèè: x1>x2 ⇒ f(x1)>f(x2).

Ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ � �óíêöèÿ, êîòîðàÿ òîëüêî âîçðàñòàåò

èëè òîëüêî óáûâàåò íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Îãðàíè÷åííàÿ â îáëàñòè D �óíêöèÿ � �óíêöèÿ, çíà÷åíèÿ êî-

òîðîé íå ïðåâîñõîäÿò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåêîòîðîãî �èêñèðî-

âàííîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà: ∃A > 0
∣∣ |f(x)| ≤ A, ∀x ∈ D(f).

Âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ � �óíêöèÿ, ó êîòîðîé êàæäî-

ìó çíà÷åíèþ y ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíî çíà÷åíèå àðãóìåíòà x.

2.1.3 Ñïîñîáû çàäàíèÿ �óíêöèè

Àíàëèòè÷åñêè �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

à) ÿâíîì: y = f(x);

á) íåÿâíîì: F (x, y) = 0;

â) ïàðàìåòðè÷åñêîì:

{
x = x(t),

y = y(t);

ã) ðàçíûìè �îðìóëàìè â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (a, c]:

{
f1(x), a < x ≤ b;

f2(x), b < x ≤ c;

�ðà�èê �óíêöèè f(x) � ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè (x, f(x)).

Ñëîæíàÿ �óíêöèÿ � �óíêöèÿ, àðãóìåíò êîòîðîé òàêæå ÿâëÿåò-

ñÿ �óíêöèåé: y = f (g(x)), ãäå y = f(u), u = g(x).

Âçàèìíî-îáðàòíûå �óíêöèè � �óíêöèè, ïîñëåäîâàòåëüíîå äåé-

ñòâèå êîòîðûõ íà àðãóìåíò íå ïðèâîäèò ê åãî èçìåíåíèþ íà âñåé

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ: x = f(f−1(x)).

2.1.4 Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè

• Ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ: y = xa, a ∈ R.
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• Ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ: y = ax, 0< a< 1, a> 1.

â ÷àñòíîñòè, ýêñïîíåíòà: y = ex, ãäå e ≈ 2, 7183 � ÷èñëî Ýéëåðà.

• Ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ: y = loga x, 0< a< 1, a> 1.

• Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè:

y = sin x, y = cosx, y = tg x, y = ctg x.

• Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè:

y = arcsinx, y = arccosx, y = arctg x, y = arcctg x.

2.2 Îñíîâíûå òåîðåìû î ïðåäåëàõ. ¾Çàìå÷àòåëü-

íûå¿ ïðåäåëû. Ýêâèâàëåíòíîñòè

2.2.1 Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà

Ïðåäåë �óíêöèè y = f(x) ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê xo � ýòî ÷èñëî

A òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî çíà÷åíèÿ ε > 0 íàé-

äåòñÿ òàêîå ÷èñëî δ, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé, îòëè÷íûõ îò xo íå áîëåå

÷åì íà δ, (êðîìå, ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè xo) âñå ñîîòâåòñòâóþùèå

çíà÷åíèÿ �óíêöèè îòëè÷àþòñÿ îò A íå áîëåå ÷åì íà ε.

Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• 0 < |x−xo| < δ � δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè xo (�äåëüòà-îêðåñòíîñòü�);

• 0 < x− xo < δ � ïðàâàÿ ïîëóîêðåñòíîñòü òî÷êè xo;

• 0 < xo − x < δ � ëåâàÿ ïîëóîêðåñòíîñòü òî÷êè xo;

• lim
x→xo

� �ïðåäåë ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê xo �;

• ∀ � êâàíòîð âñåîáùíîñòè (�äëÿ ëþáîãî�);

• ∃ � êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ (�íàéä¼òñÿ�).

Òåïåðü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü áîëåå êîì-

ïàêòíî:

A = lim
x→xo

f(x) ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ( 0 < |x−xo| < δ ⇒ |f(x)−A| < ε).

(37)
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2.2.2 Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

×èñëî A− � ïðåäåë �óíêöèè y = f(x) ïðè x→ xo ñëåâà, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 ( 0 < xo − x < δ ⇒ |f(x)− A−| < ε).

×èñëî A � ïðåäåë �óíêöèè y = f(x) ïðè x→ xo ñïðàâà, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 ( 0 < x− xo < δ ⇒ |f(x)− A+| < ε).

×èñëî A � ïðåäåë �óíêöèè y = f(x) ïðè x→ ∞, åñëè

∀ε > 0 ∃R > 0 ( x > R ⇒ |f(x)− A| < ε.)

Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ:

A− = lim
x→xo−0

f(x) � ëåâûé ïðåäåë â òî÷êå;

A+ = lim
x→xo+0

f(x) � ïðàâûé ïðåäåë â òî÷êå;

A = lim
x→∞

f(x) � ïðåäåë �óíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè.

2.2.3 Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå âåëè÷èíû

Âåëè÷èíû, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè ïðåäñòàâëÿþò

îñîáåííûé èíòåðåñ. Íàïðèìåð, åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íåêî-

òîðîé äðîáè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî êàê íàéòè ïðåäåë ñàìîé äðî-

áè? Èëè åñëè è ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷-

íîñòü? Èìåííî â òàêèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà ñòàíî-

âèòñÿ íåïðîñòîé.

Âåëè÷èíà (�óíêöèÿ) f(x) áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ (á.á.â.) ïðè

x→ xo , åñëè lim
x→xo

f(x) = ∞ :

∀ M : 0 < M <∞ ∃δ > 0 ( 0 < |x− xo| < δ ⇒ |f(x)| > M)

Âåëè÷èíà (�óíêöèÿ) f(x) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ (á.ì.â.) ïðè x→ xo
, åñëè lim

x→xo

f(x) = 0 :

∀ ε > 0 ∃δ > 0 ( 0 < |x− xo| < δ ⇒ |f(x)| < ε)

Âåëè÷èíû f(x) è g(x) îäíîãî ïîðÿäêà ïðè x→ xo, åñëè

lim
x→xo

f(x)

g(x)
= C,
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C = const, C 6= 0. f(x) = O(g(x)), (�î áîëüøîå�)

Âåëè÷èíû f(x) è g(x) ýêâèâàëåíòíû (f(x) ∼ g(x) ) ïðè x→ xo,

åñëè

lim
x→xo

f(x)

g(x)
= 1.

�îâîðÿò, ÷òî f(x) � á.ì.â. áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì

g(x) ïðè x → xo, åñëè lim
x→xo

f(x)

g(x)
= 0, f(x) = o(g(x)) (÷èòàòü �î

ìàëîå�).

2.2.4 Àðè�ìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ

Èç îïðåäåëåíèÿ (37) âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. Ïðåäåë ñóììû ðàâåí ñóììå ïðåäåëîâ:

(f(x)± g(x)) = lim
x→a

f(x)± lim
x→a

g(x). (38)

2. Ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðåäåëîâ:

lim
x→a

(f(x) · g(x)) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x). (39)

3. Ïðåäåë ÷àñòíîãî ðàâåí ÷àñòíîìó ïðåäåëîâ, åñëè ïðåäåë

çíàìåíàòåëÿ íå ðàâåí íóëþ:

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)
, lim

x→a
g(x) 6= 0. (40)

4. ×èñëîâîé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê ïðåäåëà:

lim
x→a

Cf(x) = C lim
x→a

f(x). (41)

2.2.5 Îñíîâíûå òåîðåìû î ïðåäåëàõ

Îñíîâíûå òåîðåìû î ïðåäåëàõ Èç ñâîéñòâ (38)-(41) è îïðåäåëå-

íèÿ (37) íå ñîâñåì î÷åâèäíî, íî âñ¼ æå äîñòóïíî, âûòåêàþò ñëåäóþ-

ùèå òåîðåìû.

• Òåîðåìà 1. (î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà) Åñëè ïðåäåë ñóùå-

ñòâóåò, òî îí åäèíñòâåííûé.

48



• Òåîðåìà 2. (î ïðåäåëå ìîíîòîííîé �óíêöèè) Åñëè �óíê-

öèÿ f(x) ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà ïðè x < a è/èëè ïðè x > a, òî

ñóùåñòâóåò , ñîîòâåòñòâåííî, å¼ ëåâûé è/èëè ïðàâûé ïðåäåëû.

• Òåîðåìà 3. (î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ðàâåíñòâå) Åñëè äâå

�óíêöèè ðàâíû â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè, òî èõ ïðåäåëû

â ýòîé òî÷êå ðàâíû:

f(x) = g(x), |x− a| < ε ⇒ lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x).

• Òåîðåìà 4. (î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâå) Åñëè

çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè íå áîëüøå ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ çíà÷åíèé g(x), òî ïðåäåë f(x) â ýòîé òî÷êå íå áîëüøå

ïðåäåëà g(x):

f(x) ≤ g(x), |x− a| < ε ⇒ lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

g(x).

• Òåîðåìà 5. (î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ) Åñëè çíà÷åíèÿ �óíê-

öèè çàêëþ÷åíû ìåæäó çíà÷åíèÿìè äâóõ äðóãèõ �óíêöèé, ñòðå-

ìÿùèõñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ïðåäåëó â íåêîòîðîé òî÷êå, òî ýòà

�óíêöèÿ â äàííîé òî÷êå èìååò ýòîò æå ïðåäåë:

f1(x)≤ f(x)≤ f2(x), lim
x→a

f1(x) = lim
x→a

f2(x) = b ⇒ lim
x→a

f(x) = b

• Òåîðåìà 6. (î ñâÿçè áåñêîíå÷íî ìàëîé ñ ïðåäåëîì) Ôóíê-

öèþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó å¼ ïðå-

äåëà â ýòîé òî÷êå è áåñêîíå÷íî ìàëîé.

lim
x→a

f(x) = A ⇔ f(x) = A+ α(x), lim
x→a

α(x) = 0.

• Òåîðåìà 7. (î ñâÿçè á.ì.â. è á.á.â.)

lim
x→a

α(x) = 0 ⇔ lim
x→a

1

α(x)
= ∞.

2.2.6 Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ. Íåîïðåäåëåííîñòè

Ïð âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.
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• Åñëè òî÷êà ëåæèò â ÎÄÇ �óíêöèè, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà

â ýòîé òî÷êå äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü å¼ â �îðìóëó.

• Åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå âîçíèêàþò ïðîáëåìû âèäà:

∞·C, C 6= 0 ∞+C,
∞
C
, ∞+∞, ∞∞,

C

∞ , C = const

òî ýòî íå ïðîáëåìû âîâñå.

• Åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå âîçíèêàþò ïðîáëåìû âèäà:

∞ · 0, 0

0
,

∞
∞ , ∞0, 00, 1∞, ∞−∞

òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ïðîáëåìû.

È èìÿ èì íåîïðåäåë¼ííîñòè. Èõ ðàñêðûâàþò.

2.2.7 Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

�àññìîòðèì óãîë âåëè÷èíû x→ 0 íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (�èñó-

íîê 24) è ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ è ñåêòîðîâ.

S∆OKH < S∠)OKA < S∆OLA,

OH ·KH
2

<
π · OA2 · x

2π
<
OA · LA

2
,

cosx · sinx
2

<
12 · x
2

<
1 · tgx

2

∣∣∣∣ ·
2

sinx
,

cosx <
x

sinx
<

1

cosx
,

òàê êàê lim
x→0

cosx = cos 0 = 1,
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O                 H A

K     L

�èñóíîê 24 - Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

lim
x→0

sinx

x
= 1. (42)

Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë (42) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â äàëü-

íåéøåì ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

sin(x) ∼ x, tgx ∼ x, ar
tgx ∼ x, cosx ∼ 1− x2

2
.

2.2.8 Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

≈ 2, 72 � ÷èñëî Ýéëåðà (îïðåäåëåíèå), n ∈ N.

(
1 +

1

n+ 1

)n

<

(
1 +

1

x

)x

<

(
1 +

1

n

)n+1

, x ∈ R, n ∈ N

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

(
1 +

1

n+ 1

) <

(
1 +

1

x

)x

<

(
1 +

1

n

)n

·
(
1 +

1

n

)
.

Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó:

e

1
≤ lim

x→∞

(
1 +

1

x

)x

≤ e · 1, ïî òåîðåìå "î äâóõ
ìèëèöèîíåðàõ ïîëó÷èì:

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e, (43)

51



èëè

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e. (44)

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë (44) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-

ùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

ln(1 + x) ∼ x, ex ∼ 1 + x.

2.3 Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè. Òî÷êè ðàçðûâà è

èõ êëàññè�èêàöèÿ. Îñíîâíûå òåîðåìû

2.3.1 Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè

Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé òî÷êå xo, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 ( 0 ≤ |x− xo| < δ ⇒ |f(x)− f(xo)| < ε), (45)

ò.å. ïðåäåë �óíêöèè (37) ñóùåñòâóåò â ýòîé òî÷êå è ðàâåí çíà÷åíèþ

�óíêöèè â ýòîé òî÷êå: lim
x→xo

f(x) = f(xo).

Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè â òî÷êå.Ôóíêöèÿ íåïðåðûâ-

íà â òî÷êå, åñëè âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ:

• 1) �óíêöèÿ îïðåäåëåíà â äàííîé òî÷êå;

• 2) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí ëåâîñòîðîííèé ïðåäåë â ýòîé òî÷êå;

• 3) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåë â ýòîé òî÷êå;

• 4) îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ðàâíû äðóã äðóãó;

• 5) îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ðàâíû çíà÷åíèþ �óíêöèè â òî÷êå.

Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ñïðàâà (ñëåâà) â òî÷êå, åñëè ïðåäåë ñïðà-

âà (ñëåâà) â òî÷êå ñóùåñòâóåò è ðàâåí çíà÷åíèþ �óíêöèè.

Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â

êàæäîé òî÷êå ýòîãî ïðîìåæóòêà.
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2.3.2 Òî÷êè ðàçðûâà

Òî÷êà, â êîòîðîé �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, íàçûâàåòñÿ

òî÷êîé ðàçðûâà ýòîé �óíêöèè. �àçëè÷àþò ñëåäóþùèå âèäû òî-

÷åê ðàçðûâà.

• ò. xo � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà f(x), åñëè ïðåäåë f(x)

â ò. xo ñóùåñòâóåò, íî íå ðàâåí f(xo)

(íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1) è/èëè 5), ðèñóíîê 26)

y

0 х

2

1

�èñóíîê 26 - Ïðèìåð òî÷êè óñòðàíèìîãî ðàçðûâà

• Òî÷êà xo � òî÷êà ðàçðûâà 1ãî ðîäà (ñêà÷îê) f(x), åñëè îä-

íîñòîðîííèå ïðåäåëû â ò. xo ñóùåñòâóþò, íî íå ðàâíû äðóã äðóãó

(íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 4), ðèóíîê 27).

y

0 х2

�èñóíîê 27 - Ïðèìåð òî÷êè ðàçðûâà 1-ãî ðîäà

• Òî÷êà xo � òî÷êà ðàçðûâà 2ãî ðîäà, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó-

÷àÿõ (íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2) è/èëè 3), ðèñóíîê 28).

Òî÷êà xo � òî÷êà áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà, åñëè êàêîé-ëèáî èç îä-

íîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ðàâåí ∞.
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�èñóíîê 28 - Ïðèìåð òî÷êè ðàçðûâà 2-ãî ðîäà

2.3.3 Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè íà îòðåçêå

• Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà (î íàèáîëüøåì è íàèìåíüøåì).

Åñëè �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì

îòðåçêå ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ (�èñóíîê

29, ñëåâà).

• Òåîðåìà Áîëüöàíî � Êîøè (î ïðîìåæóòî÷íûõ). Åñëè

�óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è ïðèíèìàåò íà

åãî êîíöàõ çíà÷åíèÿ f(a) = A, f(b) = B, òî íà ýòîì îòðåçêå îíà

ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó A è B (�èñóíîê 29, â öåíòðå).

• Ñëåäñòâèå (î íóëå). Åñëè y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå

[a; b] è ïðèíèìàåò íà åãî êîíöàõ çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, òî

âíóòðè îòðåçêà íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà c, â êîòîðîé �óíê-

öèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü: f(c) = 0 (�èñóíîê 29, ñïðàâà).

y

0 хa bc cc

y

0 хa bc c

y

0 хa bc

�èñóíîê 29 - Èëëþñòðàöèè òåîðåì íåïðåðûâíîñòè
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2.4 Ïðè¼ìû âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ

Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ èñ-

ïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðè¼ìû: ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ, èñïîëü-

çîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòåé, ïðèìåíåíèå "çàìå÷àòåëüíûõ"ïðåäåëîâ, à

òàê æå êîìáèíàöèÿ âñåõ óïîìÿíóòûõ âûøå. Êðîìå òîãî, äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, êîòîðîå

áóäåò èçëîæåíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

2.5 Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Âû÷èñëèòü ïðåäåëû:

1) lim
x→0

x2 − 2

3x2 − 5x+ 1
.

2) lim
x→2

(
1

2− x
− 3

8− x3

)
.

3) lim
x→1/2

8x3 − 1

6x2 − 5x+ 1
.

4) lim
x→∞

(
x3

2x2 − 1
− x2

2x+ 1

)
.

5) lim
x→∞

3x+ 1

5x+ 3
√
x
.

6) lim
x→0

√
x2 + 4− 2√
x2 + 9− 3

.

7) lim
x→0

tgkx

x
.

8) lim
x→0

2 arcsinx

3x
.

9) lim
x→0

1− cos3x

x sin 2x
.

10) lim
x→α

tg
πx

2α
sin

x− α

2
.

Îòâåòû ê çàäàíèÿì: 1) � 2; 2) ∞; 3) 6; 4) 1/4; 5) 3/5; 6) 3/2;

7) k; 8) 2/3; 9) 3/4; 10) −α
π .

2.6 Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè ê ðàçäåëó 2

1. ×òî òàêîå �óíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé?

2. Êàêèå ñóùåñòâóþò ñïîñîáû çàäàíèÿ �óíêöèè?
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3. ×òî òàêîå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèé �óíêöèè?

4. Êàêàÿ �óíêöèÿ ÷¼òíàÿ? Íå÷¼òíàÿ?

5. Êàêèå ñóùåñòâóþò îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè?

6. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë �óíêöèè â òî÷êå?

7. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë �óíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè?

8. Êàê îïðåäåëÿþòñÿ îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû?

9. Êàêèå ñóùåñòâóþò ñâîéñòâà ïðåäåëîâ?

10. Êàêèå îòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòÿìè?

11. ×òî òàêîå á.á.â.?

12. ×òî òàêîå á.ì.â.?

13. Êàê �îðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû î ïðåäåëàõ?

14. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë?

15. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë?

16. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè?

17. Êàêèå áûâàþò òî÷êè ðàçðûâà?

18. Êàêîâû óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè â òî÷êå?

19. Êàê �îðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè?

3 Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè

3.1 Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé. Ïðîèçâîäíûå ñóì-

ìû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî. Ïðîèçâîäíàÿ

ñëîæíîé �óíêöèè. Ïðîèçâîäíûå îñíîâíûõ ýëå-

ìåíòàðíûõ �óíêöèé

3.1.1 Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé

Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè â òî÷êå - ýòî ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðà-

ùåíèÿ �óíêöèè â ýòîé òî÷êå ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà:

f ′(xo) = lim
∆x→0

∆f(xo)

∆x
= lim

∆x→0

f(xo +∆x)− f(xo)

∆x
. (46)

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êèM0(xo, f(xo)), S(xo+

∆x, f(xo+∆x)),

lM0S :
x− xo

xo +∆x− xo
=

y − f(xo)

f(xo)− f(xo +∆x)
,

56



f(xo) +
f(xo)− f(xo +∆x)

∆x(x− xo)
= y.

�èñóíîê 30 - �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Ïðè ñáëèæåíèè òî÷åê ñåêóùàÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê êàñàòåëüíîé (�èñó-

íîê 30) M0S → M0N, à äðîáü âî âòîðîì ñëàãàåìîì ëåâîé ÷àñòè

ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðîèçâîäíîé (ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (46)), è, ïîëó-

÷àåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè â çàäàííîé òî÷êå:

ykac = f ′(x0) · (x− x0) + f(x0). (47)

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé: f ′(xo) � óãëîâîé êîý��è-
öèåíò êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè y = f(x) â òî÷êåMo(xo; f(xo))

(f ′(xo) = tgα).

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé: f ′(x) � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ

y = f(x) îòíîñèòåëüíî x .

Îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

f ′
+(xo) = lim

∆x→+0

∆f(xo)

∆x
f ′
−(xo) = lim

∆x→−0

∆f(xo)

∆x

Ôóíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå, åñëè å¼ ïðîèçâîäíàÿ îïðå-

äåëåíà â ýòîé òî÷êå è íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè.

Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè. Åñ-

ëè �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå, òî �óíêöèÿ â ýòîé òî÷êå

íåïðåðûâíà.
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3.1.2 Ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ

•1• C ′ = 0, C = const;

•2• (u± v)′ = u′ ± v′;

•3• (uv)′ = u′v + v′u, C = const;

•4•
(u
v

)′
=
u′v − v′u

v2
;

•5• (u(v(x)))′x = u′vv
′
x.

3.1.3 Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ïðîèçâîäíûå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé

(÷àñòè÷íî ñ îáîñíîâàíèåì).

•1• (ln(x))′ =
1

x
,

∆x→ 0,
ln(x+∆x)− lnx

∆x
=

ln
(
1 + ∆x

x

)

∆x
∼
(
∆x
x

)

∆x
→ 1

x
,

(ln f(x))′ =
1

f(x)
· f ′(x) ⇒ f ′(x) = f(x) · (ln f(x))′.

Ëîãàðè�ìè÷åñêîå äè��åðåíöèðîâàíèå - ýòî ñòèëüíî!

•2• (xn)′ = nxn−1,

(xn)′ = xn · (lnxn)′ = xn(n lnx)′ = xn · n · 1
x
= nxn−1.

•3• (ax)′ = ax ln a, a > 0, a 6= 1;

(ax)′ = ax · (ln ax)′ = ax(x lna)′ = ax ln a.

•4• (sinx)′ = cosx,

∆x→ 0,
sin(x+∆x)− sin x

∆x
=

sinx cos∆x− cosx sin∆x− sinx

∆x
=

=
sin x(cos∆x− 1)

∆x
− cosx sin∆x

∆x
∼ sinx (∆x)2

2

∆x
−cosx ·1 → cosx.

58



•5• (cosx)′ = − sinx,

•6• (tgx)′ =
1

cos2 x
;

•7• (
tgx)′ = − 1

sin2 x
;

•8• (ar
sinx)′ =
1√

1− x2
,

x = sin y, x′y = cos y,

y = ar
sinx, y′x =
1

x′y
=

1

cos y
=

1√
1− sin2 y

=
1√

1− x2
.

•9• (ar

osx)′ = − 1√
1− x2

,

•10• (ar
tgx)′ =
1

1 + x2
,

•11• (ar

tgx)′ = − 1

1 + x2
.

3.2 Äè��åðåíöèðîâàíèå íåÿâíûõ è ïàðàìåòðè-

÷åñêè çàäàííûõ �óíêöèé. Äè��åðåíöèàë �óíê-

öèè. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

3.2.1 Äè��åðåíöèðîâàíèå íåÿâíûõ è ïàðàìåòðè÷åñêè çà-

äàííûõ �óíêöèé

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé âçàèìíî îáðàòíûõ �óíêöèé, ò.å. �óíê-

öèé âèäà y = u(x), x = v(y), ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå

u′v =
1

v′u
.

Ïðèìåð 1. Íàéòè y′x, åñëè y = sin x, x = ar
siny.

y′ = cosx,
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x′ =
1

y′
=

1

cosx
=

1√
1− sin2 x

=
1√

1− sin2 (ar
siny)
=

1√
1− y2

.

Åñëè �óíêöèÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè x = x(t), y =

y(t), òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

y′x =
y′t
x′t
.

Ïðèìåð 2. Íàéòè y′x, åñëè y = sin t, x = t+ cos t.

y′t = cos t, x′t = 1− sin t, y′x =
cos t

1− sin t
.

Åñëè �óíêöèÿ çàäàíà íåÿâíî óðàâíåíèåì F (x, y) = 0, òî å¼ ïðîèç-

âîäíóþ íàõîäÿò èç ñîîòíîøåíèÿ F ′(x, y) = 0, äè��åðåíöèðóÿ ýòî

âûðàæåíèå êàê ñëîæíóþ �óíêöèþ ñ íåèçâåñòíûì y′, êîòîðîå çàòåì
âûðàæàåòñÿ ëèíåéíûì îáðàçîì ÷åðåç ïåðåìåííûå x è y.

Ïðèìåð 3. Íàéòè y′x, åñëè x
2 + y2 = 8.

(x2 + y2)′ = 8′, 2x+ 2y · y′ = 0, y′ = −x/y.

3.2.2 Äè��åðåíöèàë �óíêöèè

Äè��åðåíöèàë �óíêöèè y = f(x) - ýòî ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ

�óíêöèè ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè xo ê òî÷êå xo +∆x:

df = f ′(xo)∆x. (48)

Ôàêòè÷åñêè, äè��åðåíöèàë (48) ðàâåí ïðèðàùåíèþ êàñàòåëüíîé (47)

ê ãðà�èêó �óíêöèè â òî÷êå xo. Ñ ïîìîùüþ äè��åðåíöèàëà �óíê-

öèè ìîæíî ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü å¼ ïðèðàùåíèå:

f(b)− f(a) ≈ f ′(a)(b− a),

÷åì áëèæå òî÷êè a è b, òåì òî÷íåå ðåçóëüòàò.

Êðîìå òîãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòó �îðìóëó äëÿ ïðèáëèæåí-

íîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè â òî÷êå, íàïðèìåð, âû÷èñëèì

ïðèáëèæåííî

√
10:

√
10−

√
9 ≈ 1

2
√
9
· (10− 9),
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√
10 ≈

√
9 +

1

6
= 3

1

6
= 3, 1(6).

Ñâîéñòâà äè��åðåíöèàëà ñëåäóþò èç ñâîéñòâ ïðîèçâîäíîé �óíê-

öèè.

3.2.3 Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Âòîðîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè íàçûâàþò ïðîèçâîäíóþ îò ïåðâîé ïðî-

èçâîäíîé (êîòîðàÿ, ïðîøó çàìåòèòü, ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé, è äëÿ íå¼

èìååò ìåñòî �îðìóëà (46)): y′′ = (y′)′.
Ïðèìåð:

(lnx)′′ =

(
1

x

)′

= − 1

x2
.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ èñïîëüçóþòñÿ ðèìñêèå öè�ðû è öè�-

ðû â ñêîáêàõ, íàïðèìåð:

f ′′′(x) = f (3)(x) − òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ,

f IV (x) = f (4)(x) − ÷åòâ¼ðòàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìîæíî âû÷èñëÿòü è äëÿ �óíêöèé

çàäàííûõ íåÿâíî è ïàðàìåòðè÷åñêè.

3.3 Îñíîâíûå òåîðåìû äè��åðåíöèàëüíîãî èñ÷èñ-

ëåíèÿ. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Ôîðìóëà Òåéëîðà.

Èññëåäîâàíèå �óíêöèè íà ýêñòðåìóì

Íåîáõîäèìî çíàòü è âñåì ñåðäöåì ëþáèòü ñëåäóþùèå òåîðåìû (îñî-

áåííî ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ).

Òåîðåìà �îëëÿ (î íóëå ïðîèçâîäíîé).Ïóñòü y = f(x) íåïðå-

ðûâíà íà [a; b] è äè��åðåíöèðóåìà íà (a; b), Åñëè f(a) = f(b), òî

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà c ∈ (a; b) òàêàÿ, ÷òî f ′(c) = 0 (�èñó-

íîê 31).
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�èñóíîê 31 - Èëëþñòðàöèÿ ê òåðåìå �îëëÿ

Òåîðåìà Ëàãðàíæà (î êîíå÷íîì ïðèðàùåíèè). Ïóñòü y =

f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b] è äè��åðåíöèðóåìà íà (a; b). Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà c ∈ (a; b) (�èñóíîê 32) òàêàÿ, ÷òî

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c).

a b

A

B

1
c 2

c

�èñóíîê 32 - Èëëþñòðàöèÿ ê òåðåìå Ëàãðàíæà

Òåîðåìà Êîøè (îá îòíîøåíèè ïðèðàùåíèé). Ïóñòü f(x) è

g(x) íåïðåðûâíû íà [a; b] è äè��åðåíöèðóåìû íà (a; b), g′(x) 6= 0 íà

(a; b). Òîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà c ∈ (a; b) òàêàÿ, ÷òî

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
.

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ (äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ). Ïóñòü f(x)

è g(x) îáå ÿâëÿþòñÿ á.ì.â èëè îáå ÿâëÿþòñÿ á.á.â. Òîãäà

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.
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Ôîðìóëà Òåéëîðà. Ïóñòü y = f(x) íåïðåðûâíà è äè��åðåíöèðó-

åìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè xo, òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

�îðìóëà:

f(x) = f(xo)+
f ′(xo)

1!
(x−xo)+

f ′′(xo)

2!
(x−xo)2+...+

f (n)(xo)

n!
(x−xo)n+

+
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− xo)

n+1, c = xo + δ(x− xo), 0 < δ < 1.

3.4 Èññëåäîâàíèå �óíêöèè

3.4.1 Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ �óíêöèè

Äàííàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ - íå çàêîí. Âû ìîæåòå èäòè ñâîèì ïó-

ò¼ì. Îáÿçàòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå ïóíêòû, êðîìå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ

ñ îñÿìè è ïðîâåðêè íà ÷¼òíîñòü è ïåðèîäè÷íîñòü - îíè ïðîñòî ïî-

ëåçíûå.

Èòàê, èùåì ó �óíêöèè ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè:

• ÎÄÇ, ïðîâåðÿåì íà ÷åòíîñòü, ïåðèîäè÷íîñòü.

• �àçðûâû.

• Àñèìïòîòû.

ÀñèìïòÎòà - ïðÿìàÿ, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî ãðà�èêà �óíê-

öèè ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè óäàëåíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Áûâàþò

âåðòèêàëüíûå, ãîðèçîíòàëüíûå è íàêëîííûå.

• Ýêñòðåìóìû.

Òî÷êà ýêñòðåìóìà - òî÷êà, â êîòîðîé ìîíîòîííîñòü �óíêöèè

ìåíÿåò íàïðàâëåíèå.

• Ïåðåãèáû.

Òî÷êà ïåðåãèáà - òî÷êà, â êîòîðîé âûïóêëîñòü ãðà�èêà ìåíÿ-

åò íàïðàâëåíèå.

�ðà�èê âûïóêëûé ââåðõ/âíèç íà ïðîìåæóòêå, åñëè êàñà-

òåëüíàÿ íàä/ïîä ãðà�èêîì â êàæäîé òî÷êå.

• Ñòðîèì ýñêèç ãðà�èêà - ðèñóíîê ïî íàéäåííûì òî÷êàì.
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3.4.2 Àñèìïòîòû

Àñèìïòîòà - ýòî ïðÿìàÿ, ñëåäîâàòåëüíî å¼ óðàâíåíèå

ya = kx+ b, k = lim
x→∞

f(x)

x
, b = lim

x→∞
(f(x)− kx). (49)

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ â (49) ðàâåí∞, òî íàêëîííîé àñèìï-

òîòû íåò.

Åñëè k = 0, òî àñèìïòîòà ãîðèçîíòàëüíàÿ.

Âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû - ýòî ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè

ðàçðûâà 2-ãî ðîäà.

3.4.3 Ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû

f(x) âîçðàñòàåò íà (a, b), òî
∆f(x)

∆x
> 0.

f(x) óáûâàåò íà (a, b), òî
∆f(x)

∆x
< 0.

∆f(x)

∆x
→ f ′(x), ∆x→ 0

åñëè �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà, êîíå÷íî ;)

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè:

y = f(x) âîçðàñòàåò íà (a, b), òî íà (a, b) f ′(x) ≥ 0;

y = f(x) óáûâàåò íà (a, b), òî íà (a, b) f ′(x) ≤ 0

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè:

f ′(x) > 0 íà ∀x ∈ (a, b), òî y = f(x) âîçðàñòàåò íà (a, b);

f ′(x) < 0 íà ∀x(a, b), òî y = f(x) óáûâàåò íà (a, b)

xo - òî÷êà ìàêñèìóìà, åñëè ∃δ(∀x ∈ (xo−δ, xo+δ) ⇒ f(xo) > f(x)).

xo - òî÷êà ìèíèìóìà, åñëè ∃δ(∀x ∈ (xo−δ, xo+δ) ⇒ f(xo) < f(x)).

xo - ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, åñëè f
′(xo) = 0.

xo - êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, åñëè f
′(xo) = 0 èëè íå ñóùåñòâóåò.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà: Òî÷êà ýêñòðåìóìà ÿâëÿåòñÿ

êðèòè÷åñêîé òî÷êîé �óíêöèè.

Ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà: ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
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òî÷êó ýêñòðåìóìà ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ìåíÿåò çíàê.

Ìèíèìóì - åñëè çíàê ìåíÿåòñÿ ñ − íà +; ìàêñèìóì - ñ + íà −.
Âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà: ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà/ìèíèìóìà, åñëè âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ â

ýòîé òî÷êå îòðèöàòåëüíà/ïîëîæèòåëüíà.

3.4.4 Âûïóêëîñòü è ïåðåãèáû

�ðà�èê âûïóêëûé ââåðõ/âíèç íà ïðîìåæóòêå, åñëè êàñàòåëüíàÿ

íàä/ïîä ãðà�èêîì â êàæäîé òî÷êå.

Òî÷êè ïåðåãèáà ðàçäåëÿþò ó÷àñòêè ãðà�èêà ñ ðàçíîé âûïóêëî-

ñòüþ.

�èñóíîê 33 - Òî÷êè ïåðåãèáà

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè: åñëè âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ â

òî÷êå îòðèöàòåëüíà/ïîëîæèòåëüíà, òî ãðà�èê �óíêöèè â ýòîé òî÷êå

âûïóêëûé ââåðõ/âíèç.

3.5 Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Íàéòè ïðîèçâîäíûå �óíêöèé:

1) y = 3− 2x+
2

3
x4.

2) y =
1

x
− 1

x2
− 1

x3
.

3) y =
x2 + 1

x3 − x
.

4) y =
1 + 3x2√

2π
.

5) y =
a

5
√
x3

+
3
√
x2

b
.

6) y = x3ctgx.
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7) y =
cosx

1 + sin x
.

8) y = 2 sinx˘3tgx.

9) y = sin
3x

2
.

10) y = xarcsin ln x.

11) y = arctg(x˘
√
1 + x2.

12) y = ln tg(
π

4
+
x

2
).

13) y = log2 ln 2x.

14) y = ln(x+
√
a2 + x2).

Îòâåòû ê çàäàíèÿì: 1) −2 + 8
3x

3
. 2) − 1

x2 +
2
x3 +

3
x4 . 3)

1−4x2−x4

(x3−x)
2 .

4)

6√
2π
x. 5) −3

5
a

5
√
x8
+ 2

3b 3
√
x
. 6) 3x2ctgx− x3

sin2x
= x2(3 sin 2x−2x)

2sin2x
. 7) − 1

1+sinx.

8)

2cos3x−3
cos2x . 9)

3
2 cos

3x
2 . 10) arcsin ln x + 1√

1−ln2x
. 11)

1
2(1+x2) . 12)

1
cosx .

13)

1
x ln 2·ln 2x. 14)

1√
a2+x2

.

3.6 Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè ê ðàçäåëó 3

1. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé �óíêöèè?

2. Â ÷¼ì çàêëþ÷àåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé è �èçè÷åñêèé ñìûñë ïðî-

èçâîäíîé?

3. Êàê ñîñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ëèíèè?

4. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè äè��åðåíöèðó-

åìîé �óíêöèè?

5. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé �óíêöèè?

6. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé �óíêöèè?

7. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè, çàäàííîé íåÿâíî?

8. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè-

÷åñêè?

9. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè?

10. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé, ïîêàçàòåëüíîé, ïîêàçàòåëüíî-

ñòåïåííîé �óíêöèé, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî?

11. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé?

12. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

�óíêöèé?

13. Êàê íàõîäèòñÿ äè��åðåíöèàë �óíêöèè?

14. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà �îëëÿ î êîðíÿõ ïðîèçâîäíîé?
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15. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà Ëàãðàíæà î êîíå÷íîì ïðèðàùå-

íèè?

16. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ �îðìóëà Òåéëîðà?

17. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ òðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ ðàñêðûòèÿ îñíîâ-

íûõ íåîïðåäåëåííîñòåé?

18. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìî-

íîòîííîñòè �óíêöèè â èíòåðâàëå?

19. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ýêñòðåìóì �óíêöèè?

20 ×òî òàêîå òî÷êà ïåðåãèáà?

21. Êàê íàõîäÿò àñèìïòîòû êðèâîé?

4 Èíòåãðàë

4.1 Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë: îïðåäåëåíèå, ñâîé-

ñòâà. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

4.1.1 Îïðåäåëåíèå íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà

Ôóíêöèÿ F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè f(x), åñëè F ′(x) = f(x)

äëÿ êàæäîãî x èç ÎÄÇ f(x).

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ �óíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ íåîïðå-

äåëåííûì èíòåãðàëîì îò �óíêöèè f(x) è îáîçíà÷àåòñÿ
∫
f(x)dx.

∫
f(x)dx = F (x) + C, C − const, (50)

ãäå

f(x) - ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ,

dx - äè��åðåíöèàë (ïðèðàùåíèå) àðãóìåíòà,

F (x) - ïåðâîîáðàçíàÿ,

f(x)dx - äè��åðåíöèàë ïåðâîîáðàçíîé.

4.1.2 Ñâîéñòâà íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà.

Ñâîéñòâà èíòåãðàëà (50) íàïðÿìóþ ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè ïðîèç-

âîäíîé (46).

Ïåðå÷èñëþ òîëüêî ñàìûå î÷åâèäíûå.
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1. Ïðîèçâîäíàÿ îò èíòåãðàëà ðàâíà ïîäûíòåãðàëüíîé �óíê-

öèè: (∫
f(x)dx

)′
= f(x), d

(∫
f(x)dx

)
= f(x)dx.

Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëèò ðåøàòü äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (óïñ.

ñïîéëåðû)

2. Èíòåãðàë îò äè��åðåíöèàëà �óíêöèè dϕ(x) ðàâåí ýòîé

�óíêöèè ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû:

∫
dϕ(x) = ϕ(x) + C

Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî êàê òîëüêî çíà÷îê èíòåãðàëà è äè��å-

ðåíöèàëà îêàçûâàþòñÿ ðÿäîì - îíè èñ÷åçàþò.

3. Ëèíåéíîñòü:

∫
(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx,

∫
Cf(x)dx = C

∫
f(x)dx

Ýòî çíà÷èò, ÷òî à) èíòåãðàë îò ñóììà ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ, á)

ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà.

4.1.3 Òàáëèöà èíòåãðàëîâ

1.

∫
xadx =

xa+1

a+ 1
+ C, (a 6= −1).

2.

∫ dx
x

= ln |x|+ C.

3.

∫
axdx =

ax

ln a
+ C.

4.

∫
sin xdx = − cosx+ C.

5.

∫
cosxdx = sin x+ C.

6.

∫ dx

sin2x
= −
tgx+ C.

7.

∫ dx

cos2x
= tgx+ C.

8.

∫ dx

a2 + x2
=

1

a
ar
tg

x

a
+ C.
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9.

∫ dx√
a2 − x2

= ar
sin

x

a
+ C.

10.

∫ dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣
x− a

x+ a

∣∣∣∣+ C.

11.

∫ dx√
x2 ± a

= ln
∣∣x+

√
x2 ± a

∣∣+ C.

4.1.4 Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà: çà-

ìåíà ïåðåìåííîé, èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé

Ïî îïðåäåëåíèþ äè��åðåíöèàëà (48), g′(x)dx = dg(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü

âûðàæåíèå êàê

∫
f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(g(x))dg(x) = F (g(x)) + C. (51)

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü

∫
sinx2 · xdx.

�åøåíèå.

∫
sinx2 · xdx =

1

2

∫
sin x2 · 2xdx =

1

2

∫
sin x2dx2 = −1

2
cosx2 + C.

Èíîãäà ïðîèçâîäíàÿ î÷åâèäíî "ïîäâîäèòñÿ"ïîä çíàê äè��åðåíöè-

àëà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, ïðèõîäèòñÿ óãàäûâàòü. Ìàñòåðñòâî óãà-

äûâàíèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ðåøåííûõ çàäà÷. Ñìå-

êàåòå?

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü

∫
x
√
1− x2dx.

�åøåíèå.

∫
x
√
1− x2dx = [t = 1− x2, dt = −2xdx] =

= −1

2

∫ √
tdt = −1

2

∫
t0.5dt = −1

2
· t

1.5

1.5
+ C = −(1− x2)1.5

3
+ C.

Ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî dx =
1

a
dax, dx = d(x+ b)
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Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

Ìåòîä îñíîâàí íà �îðìóëå ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ:

(uv)′ = u′v + v′u,

uv′ = (uv)′ − u′v,
∫
uv′dx =

∫
((uv)′ − u′v)dx,

∫
uv′dx =

∫
(uv)′dx−

∫
u′vdx,

∫
udv =

∫
(uv)′dx−

∫
vdu. (52)

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü

∫
x cosxdx.

�åøåíèå.

∫
x cosxdx =

∣∣∣∣∣∣

u = x, du = dx

dv = cosxdx

v = sin x

∣∣∣∣∣∣
=

= x sin x−
∫

sinxdx = x sinx+ cosx+ C.

4.2 Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ âèäîâ �óíêöèé

4.2.1 Èíòåãðèðîâàíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé

Äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ - ýòî äðîáü, ÷èñëèòåëü è çíàìå-

íàòåëü êîòîðîé ìíîãî÷ëåíû f(x) =
Pn(x)

Qm(x)
. Åñëè ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ

ìåíüøå, ÷åì ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ, òî äðîáü ïðàâèëüíàÿ.

Ñåé÷àñ áóäåì ó÷èòüñÿ áðàòü èíòåãðàë

∫ Pn(x)

Qm(x)
dx, n < m.

Ñòðàøíî? Ìíå - äà.

Ìíîãî÷ëåí ìîæíî "ðàçëîæèòü íà ñêîáêè"(x − xi)
ni
, åñëè íàéòè

êîðíè xi. Íåêîòîðûå êîðíè áóäóò êîìïëåêñíûå, è îíè âñåãäà áóäóò

ïàðàìè (÷èñëî è ñîïðÿæåííîå ê íåìó). Ïàðå òàêèõ êîðíåé áóäåò

ñîîòâåòñòâîâàòü "ñêîáêà"âòîðîé ñòåïåíè: (x2 + ax + b) . Îñîçíàéòå

ýòî.

Èòàê, ðàññóæäàåì.
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Åñëè äàíà ïðàâèëüíàÿ äðîáü ñ ñîñòàâíûì çíàìåíàòåëåì ab, òî

îíà ïîëó÷èëàñü â ðåçóëüòàòå ñóììû ïðàâèëüíûõ äðîáåé ó êîòîðûõ

çíàìåíàòåëÿìè áûëè a è b:
A

ab
=
B

a
+
C

b
. Ëîãè÷íî?

À åñëè ïðàâèëüíàÿ äðîáü ñî çíàìåíàòåëåì a2b? Òî îíà ìîãëà ïî-

ëó÷èòüñÿ â ðåçóëüòàòå ñóììû ïðàâèëüíûõ äðîáåé ó êîòîðûõ çíàìå-

íàòåëÿìè áûëè a, a2, ab è b. Íó íåêîòîðûõ èç íèõ ìîãëî è íå áûòü.

Âîò ñî çíàìåíàòåëåì ab òî÷íî â ðàñ÷¼ò áðàòü íå íàäî, îíà ðàñïàäà-

åòñÿ íà óæå ïðèñóòñòâóþùèå.

Âîò ê ÷åìó âñ¼ ýòî - ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü âñåãäà

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äðîáåé ÷åòûð¼õ òèïîâ:

I.
A

x− a
, II.

A

(x− a)k
, III.

Ax+ B

x2 + px+ q
, IV.

Ax+B

(x2 + px+ q)k
.

Ïîñìîòðèì, êàê èíòåãðèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò äðîáè I òèïà:

∫ 1

x− 3
dx.

�åøåíèå.

∫
1

x− 3
dx =

∫
1

x− 3
d(x− 3) = ln |x− 3|+ C.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò äðîáè II òèïà:

∫ 1

(x− 3)6
dx.

�åøåíèå.

∫
1

(x− 3)6
dx =

∫
(x− 3)−6d(x− 3) =

(x− 3)−5

−5
+ C.

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò äðîáè III òèïà:

∫ 1

x2 − 2x− 3
dx.

�åøåíèå.

∫
1

x2 − 2x− 3
dx =

∫
1

(x− 1)2 − 4
d(x− 1) =

1

4
ln

(x− 1)− 1

(x− 1) + 1
+ C =

1

4
ln
x− 2

x
+ C.

Ïðèìåð 4. �àçëîæèòå äðîáü íà ïðîñòåéøèå:

3x− 2

x(x2 + 1)
=
A

x
+
Bx+ C

x2 + 1
.
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�åøåíèå. Íàéä¼ì A, B, C. Ïðèâåä¼ì äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè

ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ - îí áóäåò òàêîé æå, êàê è ñëåâà, è ñðàâíèì

÷èñëèòåëè.

3x− 2

x(x2 + 1)
=
A

x
+
Bx+ C

x2 + 1
=
Ax2 +A+Bx2 + Cx

x(x2 + 1)
;

3x− 2 = (A+B)x2 + Cx+A;

A = −2, C = 3, A+ B = 0, ⇒ B = 2

Â èòîãå

3x− 2

x(x2 + 1)
= −2

x
+

2x+ 3

x2 + 1
.

4.2.2 Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé

Èíòåãðàë âèäà

∫
R(sinx, cosx)dx ëåãêèì äâèæåíèåì ñâîäèòñÿ ê ïðåäû-

äóùåìó ñëó÷àþ ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

ïîäñòàíîâêè (ÓÒÏ):

tg

x

2
= t, sin x =

2t

1 + t2,
cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
. (53)

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
dx

sinx
, èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó (53).

�åøåíèå.

∫
dx

sin x
=

∫
2dt

1 + t2
· 1

2t

1 + t2

=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln

∣∣∣tgx
2

∣∣∣+ C.

Õîòÿ èíîãäà ìîæíî è îáîéòèñü è áåç ïîäñòàíîâêè (53). �àññìîò-

ðèì íåñêîëüêî âàðèàíòîâ.

Ïðèìåð 1 (óäà÷íàÿ ÷¼òíîñòü ñòåïåíåé).

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫ cos3 x

sin2 x
dx.

�åøåíèå.

∫
cos3 x

sin2 x
dx =

∫
1− sin2 x

sin2 x
d(sinx) =

=

∫
d(sinx)

sin2 x
−
∫
d(sinx) =

∫
sin−2 xd(sinx)− sin x =
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=
sin−1 x

−1
− sin x+ C = − 1

sinx
− sinx + C.

Ïðèìåð 2 (�îðìóëà ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè).

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
sin2xcos2xdx.

�åøåíèå.

∫
sin2xcos2xdx =

1

4

∫
sin22xdx =

=
1

4

∫
1− cos 4x

2
dx =

1

8

∫
(1− cos 4x)dx =

1

8
x− 1

32
sin 4x+ C.

Ïðèìåð 3 (ñâÿçü òàíãåíñà è êîñèíóñà).

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
tg

3xdx.

�åøåíèå.

∫
tg

3xdx =

∫
tgx

(
−1 +

1

cos2x

)
dx =

= −
∫

tgxdx+

∫
tgx · 1

cos2x
dx

︸ ︷︷ ︸
dtgx

= −
∫

sin x

cosx
dx+

∫
tgxdtgx =

=

∫
d cosx

cosx
+
tg

2x

2
+ C = ln | cosx|+ tg

2x

2
+ C.

4.2.3 Èíòåãðèðîâàíèå èððàöèîíàëüíûõ �óíêöèé

Äàëåå, R(x) - ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ. �àññìîòðèì íåñêîëüêî ñèòóà-

öèé, êîãäà ïðèõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàòü �óíêöèþ, ñîäåðæàùóþ èððà-

öèîíàëüíîå âûðàæåíèå.

Èíòåãðàë ñîäåðæèò êîðåíü èç êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà:

∫
R(x,

√
x2 + ax + b).

Â òàêîì ñëó÷àå, ñëåäóåò âûäåëèòü ïîëíûé êâàäðàò ïîä êîðíåì è

ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ. Åñëè ïîâåç¼ò, òî âñ¼ çàêîí÷èòñÿ áûñò-

ðî. Åñëè æèçíü ãîòîâèò âàñ ê ïîäâèãàì, òî áóäóò ãðîìîçäêèå äðîáè

è/èëè èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Èëè äàæå òðèãîíîìåòðèÿ.

Ïðèìåð 1. Íàéòè èíòåãðàë

∫ 3x− 6√
x2 − 4x+ 5

dx.

73



�åøåíèå.

∫
3x− 6√

x2 − 4x+ 5
dx =

∫
3(x− 2)√
(x− 2)2 + 1

dx = [t = x− 2, dt = dx] =

= 3

∫
tdt√
t2 + 1

=
3

2

∫
d(t2 + 1)√
t2 + 1

= 3
√
t2 + 1+C = 3

√
x2 − 4x+ 5+C.

�àçíîñòü èëè ñóììà "êâàäðàòîâ"ïîä êâàäðàòíûì êîðíåì:

∫
R(x,

√
a2 − x2)dx,

∫
R(x,

√
a2 + x2)dx,

∫
R(x,

√
x2 − a2)dx.

Òàêèå èíòåãðàëû ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàä-

ðàòà â ñëó÷àå 1. Ïîìîãàåò èçáàâèòüñÿ îò êîðíÿ ðàöèîíàëèçèðóþ-

ùàÿ çàìåíà - ýòî òàêàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà, êîòîðàÿ

ïðåâðàùàåò ðàçíîñòü êâàäðàòîâ â ïîëíûé êâàäðàò. �àöèîíàëèçèðó-

þùèå çàìåíû îñíîâàíû íà äâóõ çàìå÷àòåëüíûõ �îðìóëàõ:

cos2 αx+ sin2 α = 1, tg

2α + 1 =
1

cos2 α
. (54)

Èòàê, ðàññìîòðèì âñå âàðèàíòû.

Ñëó÷àé 1. Èíòåãðèðîâàíèå âûðàæåíèÿ

∫
R(x,

√
a2 − x2)dx âû-

ïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè

x = a sin z, dx = a cos zdz,
√
a2 − x2 = a cos z.

Ñëó÷àé 2. Èíòåãðèðîâàíèå âûðàæåíèÿ

∫
R(x,

√
x2 − a2)dx, âû-

ïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè

x =
a

cos z
, dx =

a sin zdz

cos2z
,
√
x2 − a2 = a

sin z

cos z
= atgz.

Ñëó÷àé 3. Èíòåãðèðîâàíèå âûðàæåíèÿ

∫
R(x,

√
a2 + x2)dx, âû-

ïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè

x = atgz, dx =
adz

cos2z
,
√
a2 + x2 =

a

cos z
.

Ïðèìåð 2. Íàéòè èíòåãðàë

∫ √
x2 + 1

x2
dx.
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�åøåíèå.

∫ √
x2 + 1

x2
dx =

∣∣∣∣∣∣∣

x = tgz, dx =
dz

cos2z√
x2 + 1 =

√
tg

2z + 1 =
1

cos z

∣∣∣∣∣∣∣
=

∫
dz

cos ztg2zcos2z
=

=

∫
dz

cos zsin2z
=

∫
sin2z + cos2z

cos zsin2z
dz =

∫
dz

cos z
+

∫
cos z

sin2z
dz =

=

∫
cos zdz

cos2z
+

∫
sin−2zd(sin z) =

∫
d(sin z)

1− sin2z
− 1

sin z
=

=
1

2
ln

∣∣∣∣
1 + sin z

1− sin z

∣∣∣∣−
1

sin z
+ C =

=

∣∣∣∣∣sin z =
tgz√
tg

2z + 1

∣∣∣∣∣ =
1

2
ln

∣∣∣∣∣

√
x2 + 1 + x√
x2 + 1− x

∣∣∣∣∣−
√
x2 + 1

x
+ C =

=
1

2
ln

∣∣∣∣∣

(√
x2 + 1 + x

)2

x2 + 1− x2

∣∣∣∣∣−
√
x2 + 1

x
+C = ln

∣∣∣
√
x2 + 1 + x

∣∣∣−
√
x2 + 1

x
+C.

Èíòåãðàë ñîäåðæèò êîðíè èç îäíîãî è òîãî æå âûðàæåíèÿ

ax + b

cx + d
. Âîçìîæíî çíàìåíàòåëü îòñóòñòâóåò (c = 0, d = 1).

∫
R

(
x,

ni

√
ax + b

cx+ d

)
dx.

Ïðîáëåìû (ñ èððàöèîíàëüíîñòüþ) ðåøàþòñÿ ïîäñòàíîâêîé

ax+ b

cx+ d
=

tN , ãäå N = ÍÎÊ(ni) - âñå êîðíè â ýòîì ñëó÷àå èçâëåêóòñÿ.

Ïðèìåð 3. Íàéòè èíòåãðàë

∫ 1

x
3

√
x + 1

x− 1
dx.

�åøåíèå. Ïðîâåä¼ì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

3

√
x+ 1

x− 1
= t, t3 =

x+ 1

x− 1
, t3 (x− 1) = x+ 1, x =

t3 − 1

t3 + 1

dx =
3t2(t3 + 1)− 3t2(t3 − 1)

(t3 + 1)2
dt =

6t5dt

(t3 + 1)2

∫
1

x
3

√
x+ 1

x− 1
dx =

∫
t3 + 1

t3 − 1
· 6t5

(t3 + 1)2
dt =

∫
6t5dt

t6 − 1
=

∫
dt6

t6 − 1
=
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=

∫
d
(
t6 − 1

)

t6 − 1
= ln

∣∣t6 − 1
∣∣+ C = ln

∣∣∣∣∣

(
x+ 1

x− 1

)2

− 1

∣∣∣∣∣+ C.

4.2.4 ¾Íåáåðóùèåñÿ¿ èíòåãðàëû

Ê ¾íåáåðóùèìñÿ¿ èíòåãðàëàì îòíîñÿòñÿ íèæåñëåäóþùèå èíòåãðà-

ëû, íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå â ðàçëè÷íûõ ðàçäå-

ëàõ ìàòåìàòèêè è �èçèêè:∫ √
x · cosxdx,

∫
sinx

x7
dx,

∫
e−x2

dx - èíòåãðàë Ïóàññîíà (òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé),

∫
dx

lnx
- èíòåãðàëüíûé ëîãàðè�ì (òåîðèÿ ÷èñåë),

∫
cosx2dx,

∫
sinx2dx - èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ (�èçèêà),

∫
sinx

x
dx,

∫
cosx

x
dx- èíòåãðàëüíûå ñèíóñ è êîñèíóñ,

∫
ex

x
dx - èíòåãðàëüíàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ.

Äëÿ íèõ ñîñòàâëåíû ïîäðîáíûå òàáëèöû çíà÷åíèé îïðåäåëåííîãî

èíòåãðàëà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïðåäåëîâ è ïîñòðîåíû ãðà�èêè.

4.3 Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë: îïðåäåëåíèå, ñâîé-

ñòâà. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

4.3.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü äàíà �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíàÿ íà ïðîìåæóòêå [a; b].

Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó, ïðîäåëàâ ñëåäóþùèå øàãè (�èñóíîê

34):

1) ðàçîáü¼ì [a; b] íà ó÷àñòêè òî÷êàìè

xo = a, x1, x2, ..., xn = b;

2) âû÷èñëèì çíà÷åíèå �óíêöèè ãäå-íèáóäü íà êàæäîì ó÷àñòêå:

f(ξi), ξi ∈ [xi−1; xi];
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3) óìíîæèì äëèíó ó÷àñòêà ∆xi = xi − xi−1 íà ïðèìåðíóþ âûñîòó

f(ξi) (ïîëó÷èì ïðèìåðíóþ ïëîùàäü ýòîãî ó÷àñòêà):

∆Si = f(ξi)∆xi;

4) ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó:

n∑

i=1

f(ξi)∆xi;

5) íàéä¼ì ïðåäåë ýòîé ñóììû, ðàâíîìåðíî óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî

ó÷àñòêîâ ïðè ðàçáèåíèè:

lim
max∆xi→0

n∑

i=1

f(ξi)∆xi

.

�èñóíîê 34 - Ýòàïû ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë �óíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] � ýòî

ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû, íå çàâèñÿùèé îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îò-

ðåçêà [a, b] íà ÷àñòè è îò âûáîðà òî÷åê ξi :

b∫

a

f (x) dx = lim
max∆xi→0

n∑

i=1

f(ξi)∆xi. (55)

Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ �óíêöèè f(x), åñëè

F ′(x) = f(x). Åñëè �óíêöèÿ èìååò õîòü îäíó ïåðâîîáðàçíóþ, òî îíà

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïåðâîîáðàçíûõ (òàê êàê (F (x)+C)′ = f(x)).

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èñêàòü ðàçíîñòü çíà÷åíèé ïåðâîîá-

ðàçíîé â òî÷êàõ b è a. Ýòà ðàçíîñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîèç-

âîëüíîé ïîñòîÿííîé C. Â ñàìîì äåëå, åñëè Φ(x) = F (x) + C, òî

Φ(b)− Φ(a) = (F (b) + C)− (F (a) + C) = F (b)− F (a).
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Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü çíà÷åíèé ïåðâîîáðàçíîé â òî÷êàõ b è a íå çàâè-

ñèò îò òîãî, êàêóþ èìåííî ïåðâîîáðàçíóþ �óíêöèè y = f(x) ìû âû-

áèðàåì, ýòó ðàçíîñòü íàçûâàþò îïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì îò �óíê-

öèè ïî îòðåçêó [a, b].

4.3.2 Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) çàäàíà íà îòðåçêå [a, b] è èìååò íà íåì

ïåðâîîáðàçíóþ y = F (x). Òîãäà
∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a). (56)

�àçíîñòü (56) çàïèñûâàþò â âèäå F (x)
∣∣∣
b

a
, òîãäà

∫ b

a

f(x)d x = F (x)
∣∣∣
b

a
.

×èñëà a è b íàçûâàþò íèæíèì è âåðõíèì ïðåäåëàìè èíòåãðè-

ðîâàíèÿ.

4.3.3 Ñâîéñòâà îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà

Èç îïðåäåëåíèÿ (55) è ñâîéñòâ ïðåäåëà è ñóììèðîâàíèÿ âûòåêàþò

ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà.

1. Ëèíåéíîñòü.

b∫

a

αf(x) dx = α

b∫

a

f(x) dx, ãäå α = Const.

2. Ëèíåéíîñòü.

b∫

a

(f1(x) + f2(x)) dx =

b∫

a

f1(x) dx+

b∫

a

f2(x) dx.

3. Àääèòèâíîñòü.

b∫

a

f(x) dx =

c∫

a

f(x) dx+

b∫

c

f(x) dx.

4. Çàâèñèìîñòü îò íàïðàâëåíèÿ.

b∫

a

f(x) dx = −
a∫

b

f(x) dx.

5. Òåîðåìà î ñðåäíåì. ∃c ∈ [a, b] :

b∫

a

f(x) dx = (b − a)f(c).
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Ñðåäíèì çíà÷åíèåì �óíêöèè y = f(x) íà îòðåçêå [a; b] íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî µ =
1

b− a

b∫

a

f(x) dx. Ñðåäíåå çíà÷åíèå âñåãäà çàêëþ÷åíî

ìåæäó íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì çíà÷åíèÿìè �óíêöèè.

4.4 Çàìåíà ïåðåìåííîé è èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷à-

ñòÿì â îïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå

4.4.1 Çàìåíà ïåðåìåííîé

Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], à �óíêöèÿ x =

ϕ(t) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ϕ′(t) íà îòðåçêå [α, β], ïðè÷¼ì
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �óíêöèè x = ϕ(t) ïðè t ∈ [α, β] ñîâïàäàåò ñ

îòðåçêîì [a, b] è ϕ(α) = a, ϕ(β) = b.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé â

îïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå:

b∫

a

f(x) dx =

β∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt. (57)

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

π/2∫

0

sin2 x cosx dx.

�åøåíèå. Çàìåíà: sin x = t.

Äè��åðåíöèðóåì çàìåíó: d(sinx) = d(t), èëè cosx dx = dt.

Èçìåíÿåì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ: 0 6 x 6 π/2, ïðè x = 0

èìååì t = 0, à ïðè x = π/2 èìååì t = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 6 t 6 1.

π/2∫

0

sin2 x cosx dx =

1∫

0

t2 dt =
t3

3

∣∣∣∣∣

1

0

=
1

3
.

Ïðè çàìåíå t = cosx ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ýòîì æå èíòåãðàëå

èçìåíèëèñü áû íà α = 1, β = 0.
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4.4.2 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Ïóñòü �óíêöèè u(x) è v(x) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà

îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

b∫

a

u dv = uv
∣∣∣
b

a
−

b∫

a

v du. (58)

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

2∫

1

xex dx.

�åøåíèå. Ïóñòü u = x, dv = ex dx. Òîãäà

du = dx, v =

∫
ex dx = ex.

2∫

1

xex dx = xex
∣∣∣
2

1
−

2∫

1

ex dx = xex
∣∣∣
2

1
−ex

∣∣∣
2

1
= ex(x− 1)

∣∣∣
2

1
= e2.

4.5 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

b∫

a

f(x) dx íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì, åñëè

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) Íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ a èëè âåðõíèé ïðåäåë èíòå-

ãðèðîâàíèÿ b (èëè îáà ïðåäåëà) ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.

2) Îòðåçîê [a, b] ñîäåðæèò òî÷êè ðàçðûâà �óíêöèè f(x). Â ïåð-

âîì ñëó÷àå íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èí-

òåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà, âî âòîðîì � íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì âòî-

ðîãî ðîäà.

4.5.1 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 1 ðîäà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ f(x) çàäàíà íà èíòåðâàëå [a,+∞) è

èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [a, n], ãäå n ∈ [a,+∞)

Ïðåäåë

lim
n→+∞

n∫

a

f(x) dx
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íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ñ áåñêîíå÷íûì âåðõíèì ïðå-

äåëîì èëè íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà �óíêöèè f(x)

íà [a,+∞) è îáîçíà÷àåòñÿ êàê

+∞∫

a

f(x)dx = lim
n→+∞

n∫

a

f(x) dx. (59)

�èñóíîê 35 - Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàëîì ñ áåñêîíå÷íûì âåðõíèì

ïðåäåëîì

�åîìåòðè÷åñêè òàêîé èíòåãðàë âûðàæàåò ïëîùàäü áåñêîíå÷íîé âïðà-

âî, êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè (�èñóíîê 35).

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫

a

f(x) dx íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñ-

ëè ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò.

Åñëè æå ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, òî íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫

a

f(x) dx íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫

0

e−x dx.

�åøåíèå.

+∞∫

0

e−x dx = lim
b→+∞

b∫

0

e−x dx = − lim
b→+∞

e−x
∣∣∣
b

0
= lim

b→+∞
(1− e−b) = 1.

Â ýòîì ïðèìåðå ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ðàâåí åäèíèöå. Çíà÷èò, èíòå-

ãðàë ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ è òîæå ðàâåí åäèíèöå.
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Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èëè äîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü íåñîáñòâåí-

íîãî èíòåãðàëà

+∞∫

0

ex dx.

�åøåíèå.

+∞∫

0

ex dx = lim
b→+∞

b∫

0

ex dx = lim
b→+∞

ex
∣∣∣
b

0
= lim

b→+∞
(eb − 1) = ∞.

Ïðåäåë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè �óíêöèÿ çàäàíà íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (−∞, b] è èí-

òåãðèðóåìà íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå [n, b], ãäå n ∈ (−∞, b], òî

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñ-

êîíå÷íûì íèæíèì ïðåäåëîì:

b∫

−∞

f(x) dx = lim
n→−∞

b∫

n

f(x) dx. (60)

�åîìåòðè÷åñêè òàêîé èíòåãðàë âûðàæàåò ïëîùàäü áåñêîíå÷íîé âëå-

âî (�èñóíîê 36.) êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.

�èñóíîê 36 - Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûì íèæíèì

ïðåäåëîì

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûì íèæíèì ïðåäåëîì òîæå îò-

íîñèòñÿ ê íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëàì ïåðâîãî ðîäà.

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè (−∞,+∞)

è èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [a, b]. Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòå-

ãðàë ñ áåñêîíå÷íûìè âåðõíèì è íèæíèì ïðåäåëàìè

+∞∫

−∞

f(x) dx îïðå-
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äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

+∞∫

−∞

f(x) dx = lim
a→−∞
b→+∞

b∫

a

f(x) dx. (61)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëÿòü òàê:

+∞∫

−∞

f(x) dx =

c∫

−∞

f(x) dx+

+∞∫

c

f(x) dx, c ∈ R.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûìè âåðõíèì è íèæíèì ïðå-

äåëàìè òîæå îòíîñèòñÿ ê íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëàì ïåðâîãî ðîäà.

�åîìåòðè÷åñêè ýòîò èíòåãðàë îïðåäåëÿåò ïëîùàäü áåñêîíå÷íîé âëå-

âî è âïðàâî êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè (�èñóíîê 37).

�èñóíîê 37 - Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûìè

âåðõíèì è íèæíèì ïðåäåëàìè

ÒÅÎ�ÅÌÀ. Ïóñòü a > 0 è α � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Íåñîáñòâåí-

íûé èíòåãðàë

+∞∫

a

dx

xα
ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì α > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè

ëþáîì α 6 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

+∞∫

a

dx

xα
= lim

b→+∞

b∫

a

dx

xα
=





lim
b→+∞

x−α+1

−α + 1


b

a
ïðè α 6= 1,

lim
b→+∞

lnx

b

a
ïðè α = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

+∞∫

a

dx

xα
=





a1−α

−α+ 1


b

a
ïðè α > 1,

∞ ïðè α 6 1.
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Ïåðâàÿ òåîðåìà ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü f(x) è g(x) íåïðåðûâíû íà

[a,+∞), ïðè÷¼ì ∀x ∈ [a,+∞) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 0 6 f(x) 6

g(x).

Òîãäà åñëè èíòåãðàë

+∞∫

a

g(x) dx ñõîäèòñÿ, òî è

+∞∫

a

f(x) dx ñõîäèòñÿ;

åñëè èíòåãðàë

+∞∫

a

f(x) dx ðàñõîäèòñÿ,

+∞∫

a

g(x) dx ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

+∞∫

1

dx√
x3 + 1

.

�åøåíèå. �àññìîòðèì �óíêöèè f(x) =
1√

x3 + 1
è g(x) =

1√
x3
.

Î÷åâèäíî, ÷òî 0 < f(x) =
1√

x3 + 1
<

1√
x3

= g(x).

Èíòåãðàë

+∞∫

1

dx√
x3

=

+∞∫

1

1

x3/2
dx ñõîäèòñÿ (òàê êàê

3
2 > 1), çíà÷èò,

ñõîäèòñÿ è

+∞∫

1

dx√
x3 + 1

.

Âòîðàÿ òåîðåìà ñðàâíåíèÿ.Ïóñòü �óíêöèè f(x) è g(x) íåïðå-

ðûâíû è ïîëîæèòåëüíû íà [a,+∞) è lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= A (0 < A <

+∞).

Òîãäà íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

+∞∫

a

f(x) dx è

+∞∫

a

g(x) dx ñõîäÿòñÿ

èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Ïðèìåð. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

+∞∫

1

x sin
1

x3
dx.

�åøåíèå. Èíòåãðàë

+∞∫

1

dx

x2
ñõîäèòñÿ;

lim
x→+∞

x sin 1
x3

1

x2

= lim
x→+∞

x
1

x3
1

x2

= 1 ⇒
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Èíòåãðàë

+∞∫

1

x sin
1

x3
dx ñõîäèòñÿ.

4.5.2 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 2 ðîäà

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b), èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì

îòðåçêå [a, b − ε], ãäå b − ε ∈ [a, b), è èìååò áåñêîíå÷íûé ðàçðûâ â

òî÷êå x = b, ò.å. òî÷êà x = b ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ f(x).

Ïðåäåë lim
ε→0+

b−ε∫

a

f(x) dx íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì îò

íåîãðàíè÷åííîé �óíêöèè f(x) (ñ îñîáîé òî÷êîé x = b) íà [a, b) èëè

íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà:

b∫

a

f(x) dx):

b∫

a

f(x) dx = lim
ε→0+

b−ε∫

a

f(x) dx. (62)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò �óíêöèè f(x)

ñ îñîáîé òî÷êîé x = a íà ïîëóèíòåðâàëå (a, b]:

b∫

a

f(x) dx = lim
ε→0+

b∫

a+ε

f(x) dx.

Åñëè �óíêöèÿ f(x) èìååò îñîáóþ òî÷êó x = c âíóòðè îòðåçêà [a, b],

òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

b∫

a

f(x) dx =

c∫

a

f(x) dx+

b∫

c

f(x) dx.

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë ñëåâà íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè îáà èí-

òåãðàëà ñïðàâà ñõîäÿòñÿ.

Ïðèìåð.Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ðàçðûâíîé �óíê-

öèè èëè óñòàíîâèòü åãî ðàñõîäèìîñòü:

2∫

0

x dx

(x2 − 1)4/5
.
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�åøåíèå.Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ

x

(x2 − 1)4/5
òåðïèò ðàçðûâ

ïðè x = 1 è x = −1.

Âòîðàÿ òî÷êà íå âõîäèò â îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, à ïåðâàÿ âõî-

äèò: 1 ∈ [0; 2].

Çíà÷èò,

2∫

0

x dx

(x2 − 1)4/5
=

1∫

0

x dx

(x2 − 1)4/5
+

2∫

1

x dx

(x2 − 1)4/5
=

= lim
b→1−0

b∫

0

d(x2 − 1)

2(x2 − 1)4/5
+ lim

a→1+0

2∫

a

d(x2 − 1)

2(x2 − 1)4/5
=

= lim
b→1−0

5(x2 − 1)1/5

2

∣∣∣∣∣

b

0

+ lim
a→1+0

5(x2 − 1)1/5

2

∣∣∣∣∣

2

a

=

= lim
b→1−0

(
5(b2 − 1)1/5

2
−
(
−5

2

))
+ lim

a→1+0

(
5 5
√
3

2
− 5(a2 − 1)1/5

2

)
=

=
5(1 + 5

√
3)

2
.

ÒÅÎ�ÅÌÀ. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

b∫

a

dx

(x− a)p
(a < b, p > 0) :

ñõîäèòñÿ ïðè 0 < p < 1; ðàñõîäèòñÿ ïðè p > 1.

Ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ âòîðî-

ãî ðîäà îò íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé ÷àñòî ìîæíî óñòàíîâèòü ñ

ïîìîùüþ òåîðåì ñðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûõ òåîðåìàì ñðàâíåíèÿ äëÿ

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà.
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4.6 �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåë¼ííîãî èíòå-

ãðàëà. Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ

4.6.1 Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè �èãóðû â äåêàðòîâûõ êîîð-

äèíàòàõ

Åñëè ãðà�èê �óíêöèè y = f(x) ðàñïîëîæåí âûøå îñè Ox, òî ïëî-

ùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè (�èñóíîê 38), îáðàçîâàííîé ãðà�è-

êîì �óíêöèè, îñüþ Ox è ïðÿìûìè x = a è x = b, ðàâíà îïðåäåë¼í-

íîìó èíòåãðàëó îò ýòîé �óíêöèè íà îòðåçêå [a, b]:

S =

b∫

a

f(x) dx. (63)

�èñóíîê 38 - Îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé ñâåðõó

Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) çàäàíà ÿâíî è å¼ ãðà�èê â ïðÿìîóãîëü-

íîé (äåêàðòîâîé) ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàñïîëîæåí íèæå îñè Ox, òî

ïëîùàäü ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè (�èñóíîê 39)

âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé

S = −
b∫

a

f(x) dx. (64)
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�èñóíîê 39 - Îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé ñíèçó

Åñëè �èãóðà îãðàíè÷åíà ãðà�èêàìè äâóìÿ ÿâíî çàäàííûõ �óíêöèé

y = f1(x) è y = f2(x) (�èñóíîê 40), òî, îáîáùàÿ �îðìóëû (63) è (64),

ïëîùàäü ýòîé �èãóðû â ïðÿìîóãîëüíûõ (äåêàðòîâûõ) êîîðäèíàòàõ

âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

S =

b∫

a

(f1(x)− f2(x)) dx. (65)

�èñóíîê 40 - Îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè ñâåðõó è ñíèçó

Åñëè êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ îãðàíè÷åíà ãðà�èêàìè �óíêöèé x =

g1(y) è x = g2(y) (�èñóíîê 41) , òî ïëîùàäü �èãóðû âûðàæàåòñÿ

�îðìóëîé

S =

d∫

c

(g1(y)− g2(y)) dy. (66)
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�èñóíîê 41 - Îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè ñëåâà è ñïðàâà

Ôèãóðû ñëîæíîé �îðìû (�èñóíîê 42) ïðèõîäèòñÿ ðàçáèâàòü íà íåñêîëü-

êî, ÷òîáû ó êàæäîé ÷àñòè áûë �âåðõ�, çàäàâàåìûé ðîâíî îäíîé �óíê-

öèåé, è �íèç�, òîæå çàäàâàåìûé ðîâíî îäíîé �óíêöèåé.

�èñóíîê 42 - "Ñëîæíàÿ"îáëàñòü

Åñëè �èãóðà îãðàíè÷åíà êðèâîé, óðàâíåíèå êîòîðîé çàäàíî ïàðà-

ìåòðè÷åñêè

{
x = ϕ(t);

y = ψ(t),
, α 6 t 6 β,

òî

S =

β∫

α

ψ(t)ϕ′(t) dt. (67)
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Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì

(�èñóíîê 43): x = a cos t, y = b sin t.

�èñóíîê 43 - Îáëàñòè, îãðàíè÷åííàÿ ýëëèïñîì

�åøåíèå. Âû÷èñëèì ïëîùàäü âåðõíåé ïîëîâèíû ïî �îðìóëå (67)

è óäâîèì.

−a 6 x 6 a⇒ π 6 t 6 0;

S = 2 ·
0∫

π

(b sin t)(−a sin t) dt = −2ab

0∫

π

sin2 t dt =

= 2ab

π∫

0

1− cos 2t

2
dt = 2ab

(
t

2
− sin 2t

4

) ∣∣∣∣∣

π

0

= πab.

Åñëè �èãóðà îãðàíè÷åíà çàìêíóòîé êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåò-

ðè÷åñêè: {
x = x(t);

y = y(t),
α 6 t 6 β;

îò α äî β îáõîä ïðîèçâîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, è

S =
1

2

β∫

α

(x(t)y′(t)− y(t)x′(t)) dt. (68)

Ïðèìåð 2. Íàéòè ïëîùàäü ýëëèïñà (�èñóíîê 44), îãðàíè÷åííîãî

êðèâîé x = a cos t, y = b sin t.
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�èñóíîê 44 - Îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòîé êðèâîé

�åøåíèå. Çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ: α = 0, β = 2π, òîãäà

S =
1

2

2π∫

0

(a cos t · (b sin t)′ − b sin t · (a cos t)′) dt =

=
1

2

2π∫

0

(a cos t · b cos t− b sin t · (−a sin t)) dt =

=
1

2

2π∫

0

ab
(
cos2 t+ sin2 t

)
dt =

1

2
ab

2π∫

0

dt = πab.

Åñëè êðèâàÿ çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (�èñóíîê 45) è

òðåáóåòñÿ íàéòè ïëîùàäü S êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà, îãðàíè÷åííîãî

ãðà�èêîì �óíêöèè ρ = ρ(ϕ) è äâóìÿ ëó÷àìè ϕ = α è ϕ = β (α < β),

òî

S =
1

2

β∫

α

ρ2(ϕ) dϕ. (69)

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðèáëèæàåì ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà

ñóììîé ïëîùàäåé ñåêòîðîâ êðóãà (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ïðè-

áëèæàëè ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîð-

äèíàòàõ ñóììîé ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ).
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�èñóíîê 45 - Äè��åðåíöèàë ïëîùàäè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

4.7 Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Íàéòè èíòåãðàëû:

1)

∫ 2x− 3

x2 − 3x+ 8
dx.

2)

∫ e2x

e2x + a2
dx.

3)

∫ sin 2x

1 + cos2x
dx.

4)

∫
e−3x+1dx.

5)

∫ dx√
1− 25x2

.

6)

∫ x2

x6 + 4
dx.

7)

∫ x3dx√
1− x4

.

8)

∫ 3x− 1

x2 + 9
dx.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

9)

2∫
1

exdx.

10)

5∫
2

dx

x
.

11)

1∫
0

x2dx

1 + x6
.

12)

1∫
0

dx

4x2 + 4x+ 5
.
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Îòâåòû ê çàäàíèÿì: 1) ln(x2−3x+8)+C. 2) 1
2 ln(e

2x+a2)+C.

3) C− ln(1+cos 2x). 4) C− e−3x+1

3
. 5)

1
5 arcsin 5x+C. 6)

1
6arctg

x3

2 +C.

7)

1
4 arcsinx

4 +C. 8) 3
2 ln(x

2 + 9)− 1
3arctg

x
3 + C. 9) e2 − e. 10) ln 2, 5.

11)

π
12. 12)

1
4arctg

4
7.

4.8 Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè ê ðàçäåëó 4

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèè?

2. ×òî íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì?

3. Êàêèå ýëåìåíòû âõîäÿò â çàïèñü (îáîçíà÷åíèå) íåîïðåäåëåí-

íîãî èíòåãðàëà?

4. ×òî íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì?

5. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà?

6. ×åìó ðàâíà ïðîèçâîäíàÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà?

7. ×åìó ðàâåí äè��åðåíöèàë íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà?

8. ×åìó ðàâåí íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò äè��åðåíöèàëà �óíê-

öèè?

9. Êàê �îðìóëèðóåòñÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè íåîïðåäåëåííîãî èí-

òåãðàëà?

10. ×òî íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì n-îé ñòåïåíè?

11. Êàê îïðåäåëÿòñÿ îïðåäåëåííûé èíòåãðàë?

12. Êàêîå ðàçëè÷èå ìåæäó îïðåäåëåííûì è íåîïðåäåëåííûì èí-

òåãðàëàìè?

13. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà?

15. Êàêîé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì?

16. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûìè

ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ (íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà)?

17. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ðàçðûâíîé �óíê-

öèè (íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà)?

18. Â êàêîì ñëó÷àå íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ è â êàêîì

ðàñõîäèòñÿ?
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5 Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

5.1 Îïðåäåëåíèå �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-

íûõ (ÔÍÏ). Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ÔÍÏ

5.1.1 Îïðåäåëåíèå ÔÍÏ

×òî òàêîå �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ (ÔÍÏ)?

Âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè îò äðóãèõ âåëè÷èí, ïðè÷¼ì, êàê

ïðàâèëî, îò íåñêîëüêèõ - ýòî íîðìàëüíî.

Èòàê, åñëè êàæäîé ïàðå (x, y) èç ìíîæåñòâà D ∈ Oxy ñîîòâåò-

ñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû z òî çàäàíà �óíêöèÿ äâóõ

ïåðåìåííûõ z(x, y).

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå �óíêöèè îïðåäå-

ëåíî, íàçûâàåòñÿ å¼ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ.

�ðà�èêîì �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ñëóæèò ïîâåðõíîñòü â òð¼õ-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Êàæäàÿ òî÷êà ýòîé ïîâåðõíîñòè èìååò êîîð-

äèíàòû (x, y, z(x, y)).

Ôóíêöèåé n íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî, ïðè

êîòîðîì êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ñîâîêóïíîñòè n ÷èñåë (x1, x2, ..., xn)

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî z(x1, x2, ..., xn).

Ïðèìåðû �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ:

• �àññòîÿíèå îò òî÷êè ïëîñêîñòè äî íà÷àëà êîîðäèíàò (çàâèñèò

îò âñåõ êîîðäèíàò).

• Ïëîùàäü ïëîñêîé �èãóðû (åñëè ýòî íå òðàïåöèÿ, òî òîæå çà-

âèñèò îò äâóõ íàïðàâëåíèé).

• Âåñ ïëîñêîé ïëàñòèíû (ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû çàâè-

ñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ - êîîðäèíàò òî÷êè ïëàñòèíû).

5.1.2 Îáëàñòè íà ïëîñêîñòè

Íåìíîãî î ïðàâèëàõ ïîâåäåíèÿ íà ïëîñêîñòè. Åñëè ðàññìàòðèâàòü

ðàçëè÷íûå îáëàñòè ïðÿìîé, òî ýòî áóäóò òî÷êè èëè îòðåçêè. Áîëü-

øå íè÷åãî. À âîò èç ïëîñêîñòè ìîæíî âûáèðàòü ïðÿìûå, ëîìàíûå,

ãëàäêèå ëèíèè, êðóãè, ïðÿìîóãîëüíèêè, ñåêòîðà è ïðî÷èå îáëàñòè.

×òî íåâîîáðàçèìî ðàçíîîáðàçèò èíòåãðèðîâàíèå �óíêöèè äâóõ ïå-

ðåìåííûõ, íàïðèìåð. Ñòðàøíî? Ïðàâèëüíî!
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Ïðèáëèæàòüñÿ ê òî÷êå íà ïðÿìîé ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñëåâà

è ñïðàâà. À íà ïëîñêîñòè? Êàê ìèíèìóì, ïî ëþáîìó ëó÷ó, âåäóùå-

ìó ê òî÷êå. È íè÷òî íå îñòàíîâèò íàñ îò ïðèáëèæåíèÿ ê öåëè ïî

ñïèðàëè, íàïðèìåð. Ê ÷åìó ýòî ÿ? Ïðåäåë ó �óíêöèè äâóõ ïåðåìåí-

íûõ áûâàåò íå òîëüêî ñëåâà è ñïðàâà. À îñîáåííîñòè â îïðåäåëåíèè

ïðåäåëà íåîòâðàòèìî ïðèâåäóò ê îñîáåííîñòÿì â îïðåäåëåíèè ïðî-

èçâîäíîé.

Íî ýòî âñ¼ ïîòîì. À ïîêà äàâàéòå îïðåäåëèìñÿ ñ êëàññè�èêàöè-

ÿìè òî÷åê è îáëàñòåé.

Íàçîâ¼ì δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êèMo(xo, yo) ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y),

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

√
(x− xo)2 + (y − yo)2 ≤ δ. Î÷åâèä-

íî, δ-îêðåñòíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíóòðåííîñòü êðóãà ðàäèóñà

δñ öåíòðîì â òî÷êå Mo(xo, yo) (�èñóíîê 46.).

�èñóíîê 46 - δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè

Òî÷êà íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé îáëàñòè D, åñëè ýòà òî÷êà

ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé δ-îêðåñòíîñòüþ.

Îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé, åñëè âñå å¼ òî÷êè � âíóòðåí-

íèå (�èñóíîê 47.).

�èñóíîê 47 - Îòêðûòàÿ ëèíåéíî ñâÿçíàÿ (îäíîñâÿçíàÿ) îáëàñòü
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Òî÷êà íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé îáëàñòè D, åñëè ëþáàÿ δ-

îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè ñîäåðæèò êàê òî÷êè îáëàñòè D, òàê è òî÷êè

íå âõîäÿùèå â ýòó îáëàñòü (�èñóíîê 48).

Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê îáëàñòè D îáðàçóåò å¼ ãðàíèöó

ΓD.

�èñóíîê 48 - A è C - ãðàíè÷íûå òî÷êè, B - âíóòðåííÿÿ

Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü - ýòî îáëàñòü, êîòîðàÿ íàêðûâàåòñÿ êðóãîì

äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà (�èñóíîê 49).

�èñóíîê 49 - Îãðàíè÷åííàÿ ëèíåéíî ñâÿçíàÿ (îäíîñâÿçíàÿ)

îáëàñòü

Çàìêíóòûì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå ñâîè ãðà-

íè÷íûå òî÷êè (�èñóíîê 50).

�èñóíîê 50 - Çàìêíóòàÿ ëèíåéíî ñâÿçíàÿ îáëàñòü
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Îáëàñòü íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíîé, åñëè ëþáûå äâå å¼ òî÷êè

ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé, âñå òî÷êè êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ýòîé îá-

ëàñòè (�èñóíêè 47 - 50).

Îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü - ýòî ëèíåéíî ñâÿçíàÿ îáëàñòü, ó êîòîðîé

îäíà ãðàíèöà (ò.å. ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì)

(�èñóíêè 47 - 49).

5.1.3 Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðå-

ìåííûõ

Ïóñòü �óíêöèÿ f(M) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îáëàñòè D, ñîäåðæà-

ùåé òî÷êó Mo(xo, yo)) . ×èñëî íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè â

òî÷êåMo, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ìîæíî óêàçàòü

òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ , ÷òî çíà÷åíèÿ �óíêöèè âî âñåõ òî÷êàõ

M èç δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè Mo, çà èñêëþ÷åíèåì ìîæåò áûòü ñàìîé

Mo, îòëè÷àþòñÿ îò A íå áîëåå ÷àì íà ε :

∀ε > 0 ∃ δ > 0, 0 <
∣∣MMo

∣∣ < δ ⇒ |f(Mo)−A| < ε.

Èíîãäà ïèøóò lim
x→ xo
y → yo

f(x, y) = A

Äëÿ áîëåå ÷åì äâóõ ïåðåìåííûõ íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ - îïðåäåëå-

íèå ïîâòîðÿåòñÿ ñëîâî â ñëîâî.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî åñëè îí ñóùåñòâóåò, òî îí

íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ñòðåìëåíèÿ ê òî÷êå .

Èìåþò ìåñòî âñå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ, èçâåñòíûå äëÿ �óíêöèè îä-

íîé ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð: âû÷èñëèòü lim
(x,y)→(1,3)

y2 ln (y − 2x)

lim
(x,y)→(1,3)

y2 ln (y − 2x) = lim
x→1
y→3

y2 ln (y − 2x) =

= lim
x→1

(
lim
y→3

y2 ln (y − 2x)

)
= lim

x→1
9 ln (3− 2x) = 9 ln 1 = 0.

Ôóíêöèÿ f(M) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå Mo, åñëè

åå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò è ðàâíî çíà÷åíèþ

f(Mo). Îïÿòü æå, íåçàâèñèìî îò êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ.
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À ìîæåò áûòü �óíêöèÿ íåïðåðûâíà òîëüêî ïî îäíîé ïåðåìåí-

íîé? Íàïðèìåð, òîëüêî ïî x? Ìîæåò! Íàïðèìåð, z =
x

y
íåïðåðûâíà

ïî x äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî y èç ÎÄÇ, íî ïðè ëþáîì �èêñè-

ðîâàííîì x èìååò áåñêîíå÷íûé ðàçðûâ â òî÷êå y = 0.

5.2 Äè��åðåíöèðîâàíèå ÔÍÏ

5.2.1 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Ïðîèçâîäíàÿ - ýòî ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè ê ïðè-

ðàùåíèþ àðãóìåíòà. Âñ¼ êàê è ðàíüøå. Òîëüêî âîò òåïåðü ïðåäåë

ìîæíî ñ÷èòàòü ïî ðàçíûì ïóòÿì è äëÿ ïðîèçâîäíîé ýòî âñ¼ ìåíÿåò

ðàäèêàëüíî.

Åñëè ïðèáëèæàòüñÿ ê òî÷êå âäîëü îñè Ox, òî ïîëó÷èì ïðîèç-

âîäíóþ "ïî x êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ �óíêöèè ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó. Àíàëîãè÷íî äëÿ y.

Åñëè ïåðåìåííûõ áîëüøå, òî ýòî íè÷åãî íå ìåíÿåò, ìîæíî âû-

÷èñëÿòü ïðåäåëû â îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé ïî ëþáîìó íàïðàâëå-

íèþ/ïóòè.

À ìîæíî âîîáùå íå çàöèêëèâàòüñÿ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ è âû-

÷èñëÿòü ïðîèçâîäíóþ (ò.å. ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ �óíêöèè) âäîëü ëþ-

áîãî âåêòîðà. Íî ýòî (òñññ!) ñïîéëåðû - òåìà ñîâñåì äðóãîãî êóðñà.

È, ïî ïðåæíåìó, åñëè ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà òî �óíêöèÿ

óáûâàåò, ïîëîæèòåëüíà - âîçðàñòàåò.

Òîëüêî âîò â îáëàñòè �óíêöèÿ ïî îäíîé ïåðåìåííîé ìîæåò óáû-

âàòü, à ïî äðóãîé âîçðàñòàòü.

×àñòíîé ïðîèçâîäíîé�óíêöèè z = f(x, y) ïî ïåðåìåííîé â

òî÷êå Mo(xo, yo) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí):

∂z

∂x
= lim

∆x→0

∆xz

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x; y)− f(x; y)

∆x
. (70)

Àíàëîãè÷íî (70) îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî y:

∂z

∂y
= lim

∆y→0

∆yz

∆y
= lim

∆y→0

f(x; y +∆y)− f(x; y)

∆y
. (71)

È åñëè �óíêöèÿ çàâèñèò íå îò äâóõ ïåðåìåííûõ, à îò ïðîèçâîëüíîãî

÷èñëà, òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íî òàê æå - �èê-

ñèðóåì âñå ïåðåìåííûå, êðîìå òîé, ïî êîòîðîé äè��åðåíöèðóåì.
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Íàõîæäåíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ äè�-

�åðåíöèðîâàíèåì ïî ýòîé ïåðåìåííîé.

Äè��åðåíöèðóÿ ïî îäíîé ïåðåìåííîé, âñå îñòàëüíûå ðàññìàòðè-

âàåì êàê ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ (êîíñòàíòû).

Ïðèìåð: íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå z = ln(x2 + y)

∂z

∂x
=
(
ln(x2 + y)

)′
x
=

(x2 + y)′x
x2 + y

=
2x

x2 + y

∂z

∂y
=
(
ln(x2 + y)

)′
y
=

(x2 + y)′y
x2 + y

=
1

x2 + y

5.2.2 Ïîëíûé äè��åðåíöèàë

Åñëè z = f(x, y) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå,

òî îíà äè��åðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå è èìååò ïîëíûé äè��å-

ðåíöèàë:

dz =
∂z

∂x
∆x+

∂z

∂y
∆y. (72)

Äè��åðåíöèàë �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ àíà-

ëîãè÷íî.

Äè��åðåíöèàë �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ îáëàäàåò òåìè

æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è äè��åðåíöèàë �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Ïîëíîå ïðèðàùåíèå �óíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ∆z = f(x+

∆x; y +∆y)− f(x; y).

Êàê è ðàíåå, äè��åðåíöèàë ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïðèáëèæåííî îöåíèòü ïðèðàùåíèå �óíêöèè ïðè ïåðåõîäå îò

òî÷êè ê òî÷êå:

f(x+∆x; y +∆y)− f(x; y) ≈ dz.

Èëè ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå �óíêöèè â êàêîé-íèáóäü

"íåóäîáíîé"òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé ðÿäîì ñ òî÷êîé "óäîáíîé â êîòî-

ðîé çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ëåãêî

f(x+∆x; y +∆y) ≈ f(x; y) + dz. (73)

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî

√
3.012 + 4.022.

�àññìîòðèì �óíêöèþ z(x, y) =
√
x2 + y2.
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Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå (3; 4) îíà âû÷èñëÿåòñÿ î÷åíü ëåãêî:

z(3, 4) =
√
32 + 42 = 5.

Íàì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü å¼ çíà÷åíèå â òî÷êå ðÿäîì - (3.01, 4.02).

Ïðèãîòîâèìñÿ ê âû÷èñëåíèþ äè��åðåíöèàëà - íàéä¼ì ïðèðàùå-

íèÿ àðãóìåíòîâ è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè (70, 71) è ïðèìå-

íèì �îðìóëó (73):

x = 3; ∆x = 0.01; x+∆x = 3.01;

y = 4; ∆y = 0.02; y +∆y = 4.02

∂z

∂x
= z′x =

(√
x2 + y2

)′
x
=

x√
x2 + y2

, z′x(3, 4) = 0.6

∂z

∂y
= z′y =

(√
x2 + y2

)′
y
=

y√
x2 + y2

, z′y(3, 4) = 0.8

dz(3,4)→(3.01,4.02) = z′x(3, 4)∆x+ z′y(3, 4)∆y = 0.022
√

3.012 + 4.022 = z(3.01, 4.02) = 5.022

5.3 Äè��åðåíöèðîâàíèå íåÿâíî çàäàííîé ÔÍÏ,

äè��åðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé �óíêöèè

Ôóíêöèÿ z(x, y) çàäàíà íåÿâíî, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ F (x, y, z) = 0. Ýòî î÷åíü ïîïóëÿðíàÿ â æèçíè �îðìà çàäàíèÿ

�óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì çàìåòüòå, ÷òî îäíî óðàâíåíèå

ìîæåò çàäàâàòü íåñêîëüêî �óíêöèé.

Ïðèìåð 1: x2 + y2 + z2 − 1 = 0 óðàâíåíèå ñ�åðû ðàäèóñà 1.

Ýòî óðàâíåíèå çàäàåò äâå �óíêöèè:

z =
√

1− x2 − y2 - óðàâíåíèå âåðõíåé ïîëîâèíêè ñ�åðû,

z = −
√

1− x2 − y2 - óðàâíåíèå íèæíåé ïîëîâèíêè ñ�åðû.

Íî ýòî íàì óäàëîñü ðåøèòü óðàâíåíèå. À åñëè âû óðàâíåíèå

F (x, y, z) = 0 ðåøèòü íå ìîæåòå, òî êàê íàéòè ïðîèçâîäíóþ z′x â

ýòîì ñëó÷àå? Íó äàâàéòå ïðåäñòàâèì, ÷òî âû ìîòèâèðîâàíû íà ïî-

èñê ;)

Ïåðâàÿ ìûñëü - ïðîäè��åðåíöèðîâàòü òî, ÷òî åñòü:

F ′
x(x, y, z) = 0′x.
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Õì. Òóò âåäü îò x åù¼ è z çàâèñèò... Äàâàéòå íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 2. x2 + y2 + z2 − 1 = 0 , z′x =?

(x2 + y2 + z2 − 1)′x = 0,

2x+ 2zz′x = 0

z′x = −x
z
- Óðà! Íàøëàñü!

À åñëè òåïåðü íàäî íàéòè y′x? Ñíîâà ïî íîâîé? Óñòàíåì âåäü.

×òîá êàæäûé ðàç çàíîâî íå âûðàæàòü ïðîèçâîäíóþ, ïîçâîëüòå

ïîäàðèòü âàì �îðìóëó:

F (x, y, z) = 0, z′x = −F
′
x

F ′
z

, z′y = −F
′
y

F ′
z

. (74)

Ôîðìóëà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ.

Âûâîä �îðìóëû (74). Íàéä¼ì äè��åðåíöèàë �óíêöèè F ,

ïîìíÿ, ÷òî F = 0:

dF = F ′
xdx+ F ′

ydy + F ′
zdz = 0.

�àçäåëèì îáå ÷àñòè íà F ′
z:

F ′
x

F ′
z

dx+
F ′
y

F ′
z

dy + dz = 0.

Âûðàçèì äè��åðåíöèàë z:

dz = −F
′
x

F ′
z

dx− F ′
y

F ′
z

dy.

Ïî îïðåäåëåíèþ äè��åðåíöèàëà, ïåðåä dx è dy ñòîÿò êàê ðàç èñêî-

ìûå ïðîèçâîäíûå:

z′x = −F
′
x

F ′
z

, z′y = −
F ′
y

F ′
z

.

5.3.1 Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ó �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) äâå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî

ïîðÿäêà: z′x, z
′
y .

Êàæäàÿ ïðîèçâîäíàÿ òàê æå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé äâóõ ïåðåìåí-

íûõ è å¼ ìîæíî äè��åðåíöèðîâàòü ïî êàæäîé èç íèõ: (z′x)
′
x, (z

′
x)

′
y,

(z′y)
′
x, (z

′
y)

′
y .

z′x =
∂z

∂x
, z′y =

∂z

∂y
;
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z′′xx =
∂

∂x

(
∂z

∂x

)
=

∂2z

∂x∂x
=
∂2z

∂x2
,

z′′xy =
∂

∂y

(
∂z

∂x

)
=

∂2z

∂y∂x
,

z′′yx =
∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=

∂2z

∂x∂y
,

z′′yy =
∂

∂y

(
∂z

∂y

)
=

∂2z

∂y∂y
=
∂2z

∂y2
.

Ìîæíî ïðîäîëæàòü è çàïèñàòü ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî è äàëåå ïîðÿä-

êà - èõ ÷èñëî áóäåò ðàñòè â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Êàê òîëüêî

íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ ∂t îêàçûâàþòñÿ ðÿäîì, èõ ìîæíî "âîçâîäèòü

â ñòåïåíü"(ýòî âåäü íå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü, à ïðîñòî îáîçíà÷åíèå,

âû æå ïîíÿëè?)

Òåîðåìà Øâàðöà. Åñëè ïðîèçâîäíûå âûñøåãî ïîðÿäêà íåïðå-

ðûâíû, òî ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå (âçÿòûå ïî ðàçíûì ïåðåìåí-

íûì), îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ, ðàâíû

ìåæäó ñîáîé.

Åñëè âêðàòöå, òî: z′′xy = z′′yx.

5.4 Ýêñòðåìóì �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Êàñà-

òåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëü

Ïóñòü �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ F (x, y, z) = 0 çàäàåò íåêîòîðóþ

ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü F (x, y, z) = 0 íåïðåðûâíà è äè�-

�åðåíöèðóåìà â òî÷êåM (âèçóàëüíî: öåëàÿ è ãëàäêàÿ) (�èñóíîê 51).

�àññìîòðèì êðèâûå - âñå âîçìîæíûå ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ïëîñ-

êîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó M (�èñóíîê 51).

Ñîâîêóïíîñòü êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ â òî÷êå îáðàçóåò êàñàòåëü-

íóþ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè â ýòîé òî÷êå (�èñóíîê 51).

Íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè â ýòîé òî÷êå - ýòî ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíàÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.
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�èñóíîê 51 - Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëü

Íîðìàëü è êàñàòåëüíàÿ îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êîé è âåêòîðîì íîðìàëè,

íàïðàâëåííûì ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè. Áóäåì åãî èñêàòü.

�àññìîòðèì òî÷êó M1, î÷åíü áëèçêóþ ê M(xo, yo, zo), å¼ êîîðäè-

íàòû îòëè÷àþòñÿ îò êîîðäèíàò M íà ïðèðàùåíèÿ:

M1(xo + dx, yo + dy, zo + dz).

Òîãäà MM1 = (dx, dy, dz) è ýòîò âåêòîð, ïðàêòè÷åñêè "ëåæèò"íà

ïîâåðõíîñòè F (x, y, z) = 0 ïðè ñòðåìëåíèè ïðèðàùåíèé (äè��å-

ðåíöèàëîâ) àðãóìåíòîâ ê íóëÿì. Òîãäà âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé

MM1 = (dx, dy, dz) è åñòü èñêîìûé âåêòîð íîðìàëè (A,B, C) (�èñó-

íîê 52). Åñòü ïðîâåðåííûé ñïîñîá îïðåäåëÿòü îðòîãîíàëüíîñòü âåê-

òîðîâ: ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðîâ ðàâíî

íóëþ. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå:

(A,B, C) · (dx, dy, dz) = Adz + Bdz + Cdz = 0.

×òî-òî òàêîå ìåëüêàëî íà ïðîøëîé-ïîçàïðîøëîé ñòðàíè÷êå, íåò?

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âûâîäå �îðìóëû (74) áûëî:

F ′
xdx+ F ′

ydy + F ′
zdz = 0.

103



�èñóíîê 52 - Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëü - 2

Çíà÷èò â êà÷åñòâå âåêòîðà íîðìàëè ìîæíî âçÿòü

n̄ = (F ′
x, F

′
y, F

′
z).

Êàê ïîñòðîèòü ïëîñêîñòü, çíàÿ òî÷êó è íîðìàëü? À ïðÿìóþ, çíàÿ

òî÷êó è íàïðàâëÿþùèé? Ýòè óðàâíåíèÿ (22), (27) áûëè ïîëó÷åíû â

ñàìîì ïåðâîì ðàçäåëå. Èòàê:

óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè:

P : F ′
x(x− xo) + F ′

y(y − yo) + F ′
z(z − zo) = 0; (75)

óðàâíåíèå íîðìàëè (ïðÿìîé):

l :
x− xo
F ′
x

=
y − yo
F ′
y

=
z − zo
F ′
z

. (76)

Çàìå÷àíèå: âåêòîð íîðìàëè ìîæíî ðàçäåëèòü èëè óìíîæèòü íà

ëþáîå íåíóëåâîå ÷èñëî, à åù¼ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå n̄ = (z′x, z
′
y,−1)

(ýòî èç �îðìóë ïðîèçâîäíîé íåÿâíîé �óíêöèè ñëåäóåò).

5.4.1 Ýêñòðåìóì �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Òî÷êà Mo íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà �óíêöèè z = f(x, y), åñëè

∃ δ > 0 ∀M :
∣∣MMo

∣∣ < δ ⇒ f(M) < f(Mo).
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Òî÷êà Mo íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà �óíêöèè z = f(x, y), åñëè

∃ δ > 0 ∀M :
∣∣MMo

∣∣ < δ ⇒ f(M) > f(Mo).

Äëÿ òåõ, êòî ñåé÷àñ çàïëàêàë: åñëè êîðîòêî, òî ïåðâîå îïðåäåëå-

íèå ãëàñèò, ÷òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà, åñëè õîòÿ-áû íà

ìàëåíüêîì êóñî÷êå çíà÷åíèå â ýòîé òî÷êå âûøå, ÷åì â îñòàëüíûõ

òî÷êàõ ýòîãî êóñî÷êà. Àíàëîãè÷íî äëÿ ìèíèìóìà. È ýòè òî÷êè ïî

ïðåæíåìó íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà.

Êàê îïðåäåëèòü, ÷òî âû íàøëè ýêñòðåìóì?

Âî-ïåðâûõ, ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå ýêñòðåìóìà

äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâîâàòü. Îáå ðàâíû íóëþ

èëè õîòÿ áû îäíà íå ñóùåñòâîâàòü. Íîëü ïðîèçâîäíîé ãàðàíòèðóåò

ãîðèçîíòàëüíîñòü êàñàòåëüíîé, îòñóòñòâèå ïðîèçâîäíîé íàìåêàåò íà

îñòðûé ïèê, êàê ó êîíóñà, íàïðèìåð.

Âî-âòîðûõ, ãðà�èê äîëæåí áûòü âûïóêëûì èëè âîãíóòûì - ýòî

îïðåäåëÿëè ñ ïîìîùüþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé. È âîò òóò âñ¼ ñëîæíåå

â ïðîñòðàíñòâå. Âñïîìíèòå õîòÿ áû ñåäëî.

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ýêñòðåìóìà). Ïóñòü �óíê-

öèÿ z = f(x, y) äâàæäû äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå M(xo, yo) è ïåð-

âûå ïðîèçâîäíûå â ýòîé òî÷êå ðàâíû íóëþ. Åñëè M(xo, yo) òî÷êà

ýêñòðåìóìà, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

∣∣∣∣
z′′xx z′′yx
z′′xy z′′yy

∣∣∣∣ > 0 (â òî÷êå M).

Ïðè ýòîì,

åñëè z′′xx(M) > 0, òî M - òî÷êà ìèíèìóìà,

åñëè z′′xx(M) < 0, òî M - òî÷êà ìàêñèìóìà.

Åñëè óïîìÿíóòûé âûøå îïðåäåëèòåëü â òî÷êå M îòðèöàòåëåí,

òî âû íàøëè ñåäëîâóþ òî÷êó (ñåðäå÷íî ïîçäðàâëÿþ).

5.5 Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ:

1) z =

√
1− x2

a2
− y2

b2
. 2) z = ln(y2 − 4x+ 8).

3) z =
1

R2 − x2 − y2
. 4) z =

√
x+ y +

√
x− y.
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Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

5) z = arctg
x

y
. 6) z = xy. 7) z = ln tg

x

y
. 8) z = e−x/y

.

Îòâåòû ê çàäàíèÿì: 1)

x2

a2 +
y2

b2 6 1. 2) y2 > 4x+8. 3) Âñÿ ïëîñ-

êîñòü, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê îêðóæíîñòè x2 + y2 = R2
. 4) Âíóòðåí-

íÿÿ ÷àñòü ïðàâîãî âåðòèêàëüíîãî óãëà, îáðàçîâàííîãî áèññåêòðèñà-

ìè êîîðäèíàòíûõ óãëîâ, âêëþ÷àÿ ñàìè áèññåêòðèñû. 5)

∂z
∂x = y

x2+y2 ;

∂z
∂y = − x

x2+y2 . 6)
∂z
∂x = yxy−1

;

∂z
∂y = xy lnx. 7) ∂z

∂x = 2
y sin 2x

y

;

∂z
∂y = − 2x

y2 sin 2x
y

.

8)

∂z
∂x

= −1
y
e−x/y

;

∂z
∂y

= x
y2
e−x/y

.

5.6 Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè ê ðàçäåëó 5

1. ×òî òàêîå �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ?

2. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÔÍÏ?

3. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë ÔÍÏ?

4. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

â òî÷êå è â îáëàñòè.

5. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèå �óíêöèè íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ?

6. ×òî òàêîå ÷àñòíîå ïðèðàùåíèå è ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíê-

öèè äâóõ ïåðåìåííûõ?

7. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíûé äè��åðåíöèàë �óíêöèè äâóõ ïåðå-

ìåííûõ?

8. Êàê âû÷èñëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåÿâíîé �óíêöèè F(x,y)=0?

9. Êàê ñîñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè?

10 Êàê âû÷èñëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

11. Êàê íàõîäÿò ýêñòðåìóì �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ?

12. ×òî òàêîå êðèòè÷åñêèå òî÷êè?.

13. ×òî òàêîå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè?

14. ×òî òàêîå ìèíèìàêñ �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ?
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